
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

cours 2

Suite des outils d'étude qualitative desEDO

Principe de comparaison

DÉF Sur Sous solutions Supposons que N s

On ditque C o I est une soussolution de l'EDO 2 si

E f XIN KEE OII

On ditque x ̅ ÉLOI est une sursolution de l'EDO 2 si

XCE f XIN KEE OT

Rq Une solution est à la fois sur et soussolution c'estmêmeéquivalent

Onpeutqualifier les sur et son solutions de strictes si on a
des inégalités STRICTES

PROPO Principede comparaison EDO Supposons N s f localement

lipschitzienne alors LE CGI et TEE 0,7

soussolde 2

x ̅ sur sol a 121 FD 114 t Helo min IE

xN̅

Émergence de phénomènes collectifs 
en dynamique des populations



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I soussolde 2

121
Xt Ktelaminki

soussol striitE de 2

x ̅ sur sol staline a 121 FD 11H t telo min IF

xn̅
E

Exemple Exercice En utilisant le fait que loghtaka Faso

montrer queles solutions
positives de log atx sont globales

3 BESTIAIRE D'EDO SCALAIRES i N 1 seule _pire

a Le modèle de MALTHUS 1798

leplus simple Croissance linéaire de la population

my l birthed deathx

LLÉÉE
Solution explicites X t X.êᵗ si on survit ou si on

DSIN fly X DXH s'éteint

t

Inconvénient Devient TRÈS GRAND TRÈS VITE



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c mode a peppy peggy logistique

Δ Il fautprendre en compte la compétition intraspécifique

ie entre individus de lapour l'espace etou lesressources
même espèce

Pour
ça une quantité d'intérêts

Tg X le taux de croissanie individuel

Pour Malthus Inactions X r indépendant de la taille de la

population

Pour tenir compte de la compétition il faut que tg lorsque

la taille de la pop J
r

Terisulst X r 1 X

I

Croissance associée

fil ËÏ trop DEpop p

À rX 1 X
1f RÊ

voir aussi Xerxes

K capacitéd'accueil

ImpitÈion comitédecharge

carryingcapacity

c'estla densitédesaturationImodilestnonlinéait
K 1 pourfairedesmaths

Équilibres 0 linéairement instable

s linéairement stable



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Lignesde phase

Trajectoires

Résolution explicite par séparation des variables

ds t on cherche une primitive de

Décomposition en et simple

À à
à ï

qq.gg

log hl log 1 Xlr 1 logIX l log sXa



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

log 14 tt los

L et

H et f x

ft.tl IIxH 1 et

14 I et

rt cetet
cet

Modèles à Effen Allee zoologiste américain 1931

pénalisation de croissance à faibledensité

brassage génétiqueinsuffisant Sais Fertilité

difficulté à trouver un partenaire

Vulnérabilité des individus isolés face aux
prédateurs

Efficacité de la chasse en groupe

c Le modèle distal

À rX 1 X X O 3équilion
BISTABLE

O inTABLE



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X.co Hbo

ocx XM a

Effet Allee fort TRÈS MÉCHANT on meurt d'isolement

d Lemodèle monostable dégénéré

Effet Allee faible moinsMÉCHANT on croîtmoinsfort quand
on est isolé

X rx s x

2 équilibres I STABLE
liniainment

équilibreest dégénéré

rx.tk x pas pas

FH auf mF
p o f x axa x logistique

p intensité de l'effet Allee

Quoi qu'il arrive on a toujoursinvasion X
Fg



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Note pour plus tard pour u Du ê r u l'invasion n'est plus
systématique si pestgrand

contrairement à l'EDO Il Laplacien STABILISE l'eqtrivial

4 OUTILS D'ANALYSE EN DIMENSION NIL

En dimension supérieure Nsa l'EDO scalaire X aX devient

6 À A X avec A une matrice carnis

x.li x3a x f a 5 3
Lorsque XEIR À ax XH.X.it e ᵗX

Cela se généralise en dimension NSI DX IH e X

où et est l'exponentielle matricielle de ta et Ça

et possède quelques propriétés sympatiques notamment

A PIÉ et Petté

III suis et diayleᵗ
d Jordan



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Donc t PettFX et quitte à changer de sas il

suffit de comprendre et où J est un matin deJordan
essentiellementissued'unprocessus dediagonalisation

CE QU'IL FAUT RETENIR

Ce sont les valeurs propres du A

qui dictent la stabilité au voisinage

de 0

La géométrie pl s complin induit
par N s fait émerger un grand
nombre de comportement différents parrapport
à la dimension 1

Gusti en passant le Net à N Z



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

TH delinéarisationd'Hartman Grossman Supposons fee IRM Xp un équilibre de l'EDO

x ̅ 817 en notant J D8 Xe Malir la matrice jacosienne d f
évaluée au point Xel alors si

saigne

y
B a3 0 asymptotiquement start

ie touteslesussontRe co

Ij p R.GL
0 ED XE INSTABLE

ii aumoinsuneupRiso

Un autre outil TRÈSPUISSANT les intégralespremières

DÉF Intégral première Soit NEIN Une intégralepremièrepour l'EDO ÀSX

est une fonction I IR DIR telle que I reste constante le long des trajectoires

du système c'està dire que pour tout solution t de l'EDO on a

d'I 1H a Ktelot 61

Remarques

La connaissance d'uneintégrale premièreestune information TRÈS précieuse puisque

les trajectoires du système sont ses lignesde niveaux ie les ensembles de la

form Le XE IR ta I X c à CER est une est

Un exemple facile x ̅ 5
ËËËÏn Kerlir.EEEIje.E



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Posons I X Ifa g n y

Alors I X E n E slt

III X E 2 t 4 251491

op à y et S n donc

f I X E 29ft NIH 2 t t o

Donc I est un intégral primiionde l'EDO les traj sont données

β
n r y4 C aver CER

Conclusion Les trajectoiressont des cercles

275

HGI.IQ
prjectionsuraplang

y

Lesintégrales premières ne sont réellement utiles qu'en dimension N 1

Les finitions constantes sont des intégrales premières triviales

En dimension N 2 6 se dérive en utilisant la règle de la chaîne

telo.tl OI alt y A n f OI n 4oct 514 0

En général trouver une intégrale première est non trivial et relire plus de l'astuce
que dela simpleroutine intuition physique énergie conservée et



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4 EXEMPLES D'EDO VECTORIELLES à plusieurspopulaᵒ

Dans cette seition on prend N 2 2populations qui interagissent

a Le modèle proie prédateur de LotkaVolterra 1925 1926

Notons à l'instant too

n t la taille d'une population de proies

H la taille d'une population de prédateurs

re 0 Taux de croissance des proies

re 0 Taux de diiroissann des prédateurs

à ran tso

s ns tu

Pour le moment ce sont 2 EDO découplées
pas

d'interactions

I IIII
Ajout d'un terme de prédation de y sur a

Pour la logistique atrrfr.nl on avait le terme de compétition

ÎÎ aiaissaneétait négativement
proportionnel à la taillede la population til popED lemont



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ici on fait pareil dans l'es des proies

à

III cas de prédationde
La biomasse retirée de m est alors réinjectée dans

l'eq dis a lavai un coefficient
β la capacité desprédateur

à convertir les pries en descendante

j ris Bon

Au final on obtient le système proi prédateur suivant

à ran tas n r 9
71

res pas pa re tso

construction du penapha.liII I E I
Les équilibres i o a O ou y I

5 0 y o ou n AN

EETH
Les

éggifidres sont aux intersentions des isoclines

NN

E
Il 1111 Bo 11 111 Il
v

boy Ï Du



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dans chaque secteur défini par les
isoclines n et y sont monotones

AY

f p

situ
do

a Du

On a compris que ça tourne

n B ED

F ne sa SI

STABILITÉ DES ÉQUILIBRES

tü
J rosiers

A 881010

LALEURI
PROPRES 0 est instable

B D8 E Ép f
top matrinatation

s l sur Speils tient
nonhyperbolique pasde conclusion possible



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On s'en sort au un intégral première

II Regarder le ratio de variation

strata
mfr Xy

Séparer jmfr ayt.mg n pa
luvniads

gg ngas nt ratBn
n

re _ai re β
Ï

r l.gs4 e.gls.l ay1H s re logla1h loge1

β n 4 a

ï
t.EE E iiVraiKt

Cequisignifie de I est constant le long des traj don

I 7 rloyh pntr.l.gl 29

est un intégral premièrs

De cette information on peut ensuite déduire que les trig sont
en fait périodiques



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b Un motif d'arbres et la graines 2ᵉᵐ meoitiéduXIesiècle origine pasclaires

u arbres

w graines

lesgraines donnent des ordres β tauxd'illusiondesgraines
à qu m

à à grains

lesgrainesquiéclosent sontretiréesde w

ici atntnl.IEIatun
A Calmof c

c tourdemortalitédebase

S tailledepopulation optimal

EffÜllee pourminimiser la décroissance

ÉÉTIÉLÉÉ a sensibilité aux variationsde

IIIII c
Équilibres i w fu

à w 9f Alors en fonctiondu paramètre α

w 9f w 9f
CA α

w r w orÀ
19 2e



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

w.fm

α w
w r

N N
Bey 2es

On peutregarder s'il existe des Sifuriations lie des changements de

stabilité des équilibre en bougeant le paramètre α

Question typique que se passe t il si un eq stableet un eq instable
fusionnent

Plan de phase dans le cas à 3 équiliones α

eeij.ttËIIIIIIIIIIIÉIE
7
Pile

n

ï à


