
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

cours 3

L'objectif de ce chapitre est d'introduire l'eq de la
chaleur up L en domaines bornés et non borné et de développer

une intuition quant au comportement de ses solutions

1 Émergente de la Chaleur à partir de marches aléatoires

35m 252 tu on 252 352 ha

muet Iiii toute

On considine un individu qui vit s le réseau spatial

discret Sa 2 Enso est le pas spatial

On impose une dynamique temporelle discrète à chaque

pas de temps 8f30 l'individu choisit l'un de ses deux sites

adjacents avec probabilité 1 2
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Émergence de phénomènes collectifs 
en dynamique des populations

Chapitre 2 : Chaleur
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Une trajectoire possible

i
i i

air

Loi des prosa totales On note un t n IPMaïen n au temps E

tt St a Eu t.n.sn Iu t a on
i t

sir trr

0 vou faireapparaître un aciroissement en temps du genre ulttitft u ti dpult.nl

u tt St n ullin t n n 21ha tu t.mn

u tt St n m vin Eflt n n 21ha tu t.mn
Sr

On multiplie et divise par où dans le membre dedroit pour obtenir un
Laplacian discret ultintalzyltnltultin.sn dennha cf l Taylor plusSai

u tt St n u vin t n n 21ha tu t non
5m

dr

Formellement si en est régulière

tt Sl n ullin Stup tin olot donc altri allal p tintots
u t n'on tin Truetta SIun.lta o on

ulhntoaftmlhn.sn 2nlhn simnha to 8m an il haltole



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ainsi

meltinl a a matin a e

Il n reste plus qu'à passer à la limite Enet 0 mais à

si on envoie Sa i ou vire n'import comment Î peut faire

n'importe quoi

Si si 00 Sup plus vite que or 0 alor II Iso

et on paralise la dynamique la particule ne saute pas assezvitepour

s'entraine de l'origine alors que le réseau si concentre sur o Résultat

Qu ça
n'évolue

pas ultim m.lu forerir

À l'inverse si dm 0 trop lentement par rapport à oh alors

les longs sauts sont TRÈS fréquents Résultat la particule s'échappe à

l'infini Au o

Le son cadre il faut que tn et du tentent vers en harmonie

Pour faire simple finons ÇÀ d du NZT l'unestfinipar rapport à

l'autre dans le soit des dhomogin à LT

Alors up dune too noir l'équation de la chaleur



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Une premièr remarque

Si un dunn on pose v tin n En alors

utlht.fm Enl fdan En m1En t.nl

Don on peut éliminer d en accilirent o ralentissant la vidéo F des
partoutensuite

La dérivation prisaient n'est que formelle il faut justifier qu'il existe bien
un prinsin limite a it qu'il possède la régularité suffisante

pour faireTaylor

Note C'est le mithat de Donsker pour construire le monumentBrownien
1951



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Note On peut biaiser la marche sauter gauche avai α

et à droite vis 1 2 LE 141

Il faut prendre quelques précautions en plus mais il est possible

d'obtenir un équation de transportdiffusion up dunn vu

On peut aussi dériver de la diffusion
poreuse non linéaire

ne
e
nn

tu noir joIFortgradient

ËÏÏ iü.mn I E2uun a umn fr ne diffusepas

PAlviition funk si

a p Fortgradient on
iglisi s lesautres

III
Propriétés de la marche préservée à la limite

SYMÉTRIE Si a aft densité initial s R

est sy.my qui
alors t 0 n t reste symétrique puise

On dit que le monument est anisotrope il ne dépend pas de la
direction qu'il prend



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PREUVE Supposons m paire ie m.tn u n KEIR

On not ne la solution du prodim de Cauchy

up una tro nein

un noir

On p.nu ha ultinl alors y tin p ti n

valtin malt n

valtin malt

Donc v ti vantir melt a un.lt n

man 1 a malt n

0

Ainsi vu Nnn tu MEIR

oln.la n.tnl nilalnek

Dont m et v sont soltion du min ps

Done sous garantie d'unicité de la solution ultra v tn u t n

t o nerDonc un reste symétrique si m l'est

Pour la suite

PREUVE DE L'UNICITÉ Leproblème nu un est linéaire don si v etvs sont 2 solution

dups de Cauchy nu man tso et R alors dg v w est encore solution d

Ir u

la Chaleur partant de Sfr O
mer

Mr O ner



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Don montrer l'unicité des solutions revient à montrer l'unicitéde la solution

trivial c'est toujours le cas pour les ps d Cauchy linéaires

On prend donc u.IO a veut ullin tt tn

Mithi d'énergie t Ellin In
Formillement

E t 241hrultimdu 2f mutin n hhdn

2 u.hnu1hr Lanmlhnl7in

FIEilinfinil

211m da Ko

fHilda
Don m o dans L IR IR

D'oùl'anti



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Suit des propriétés préservées

PRÉSERVATION DE LA MASSE i Hulk Ilari
Dans la preuve de l'unicité on a vu que la chaleur dissipa la norme

L Hultilllayr EH

Not.nu H Lanulhnl in qui est le norm Le1M de atti si u
ce quiest naturel pour une densité et automatique

dis que m 7,0
Furmillimont

Alors n1H La.mutin da fannanLtin dn flt al

Don M E constant m t o

DISSIPATION Bien que un ne soit pas

riicanirement une densité de proda Lilti la on peut l'imaginer en

tantque telle sinon on peut toujours poser 44

Si n est symétrique pain alors on suit qui ne

va Rester pain si bien que la position moyenne d'un individu

sera toujours nulle

ftp.E Liuhalin fultinsan f4n dn
individu

to

fult a dont aucun du



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 t.nldnt.fm dn

0

Regardons maintenant sa variance Var X X2 EEI
V14 Var 4 n'ultra in

formellement

N'IA Ensimultilde

Lann'mant.nl du

n'mlt.nl nmaltnldn

E i
Enutil 2

mm til

tffipront

Donc N 1H 2 don oh_Var XIV V 2f v24

Dont l'écart type se comporte comm NI on retrouve le

ratio parabolique si 2ft

La population s'étale



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Généralisation de la marche aléatoire en dimension supérieure

Passage de N z à N 2

on devient saz

La dynamique devient

Le schéma discret devient

ultimatum fmFËËÉw5m

Ï anastotenfultallins
s

me
L'opérative Laplacien SD du devient le Laplesien 2D

Δ du dgg



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 Résolution de la Chaleur sur IR par Fourier

a TOOLBOX TRANSFORMÉE DE FOURIER

Motivation Si JE 0,1 on définit ses coeficients deFourier

pour he Z par

flh 814ᵉ in et on peut alors reconstruire f à

l'aide de ces coefficients

g n Flhet e lez Sas Hildintienne d L10,2
et 51h

ez
les coefficientsde la décomposiᵒ

de f
Ici f est peut êtreimaginée prolongis périodiquement de période L

et si f est à valeur réelle on peut décomposer e en des cas et

des sin arguments de symétrie conjugaison de fréquence E E mF

Il faut voir Jfl comm l'amplitude du piti
h hij

possiolijiriNe

DÉFINITION DE LA TRANSFORMÉE DE FOURIER DANS IR

On définit comme sur le segment pour 3ᵉ im
E5 3 L81uleitdn

l



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Cependant il est a priori possible que j 3 explose si JEL IR en

général

Sur le segment Ca ingSchwanz assure 51h fln é

11811 11 Ile
11814

Cependant é L IR

La déf de f13 fonctionne cependant dès que ff2 R

Noter qu'on a des propriétés supplémentaires si JEL A ML IR

Notamment un théorème de Plancherel Parsevalpour les séries

de Fourier JEL'GRIMNIR ED SEHR et fr111412 L ff13112
Cela permet par densitéde L IRInL IR dans IR

de prlonger la TF dans IR

PREMIERS EXEMPLES

1 81m ET 4

Î 1 é an
a sit

je
is il o



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

J encore valablepour4 0

ÏiÏÏÏ
o o

Ellia

MIRINI
queue trop

lourdes
pour êtreintégrables

2 Pour o flattai

f13 e é du ê f é an

E

it

1 1412
Cauchy



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

II Haim


