
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Cours 6

Prisédimment on a vu

La chaleur dans IR

La chaleur dans IRI avc conditions de

4ÜÉÉÀÈ Ï Ï
1malt o Duthil

Qu'en est il de la chaleur sur un segment D 0,2

b Équationde la chaleur sur un segment

Dans cette note on va voir comment résoudre le problème

o rl44 o mesure Neumann

Hol m til o too ne on Dirichlet

t no t O n 0,2

On va exhiber l'existence d'un solution classique ne Ê IRF 140.1

avec E 1RE 147 v er continûment aiffinentindi

Émergence de phénomènes collectifs 
en dynamique des populations



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ie tao 3 au f 24.7 ta fi.nl qult hi I O
h

et avr4 est continu wet t fini 74th hulk y O

Pour montre l'unicité utilise la dinissane de l'énergie L EH àta in
cf lanote n 3 p 6 7

Pour rappel on sait qui e Lez form un Sas i L 0,4

814 Ç ca
22

Si f et à valeurs réelles alors Xp M̅ et on peut regrouper les
termes positifs et négatifs de le sommes

pas
sida de E sisimpl

gin Ï mai
2 de I

i 1 cas 1mine sin 1 ent est un bas

Hilbertienne de 0,4 IR modulo coefderenormalisation

Noterqu on peut faire la même
chose s l L L

Kjell 2 L Jlm à à c il À sin Ï

Si T pain alors M̅ o HEIN mystère lamoyenne

Si Jimpain alors à o Hh IN ne restent queles sin



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Don pour ff14194 r on peut poser

je sur prolongement pain s L I L L R divilippen en

série de Fourier en éliminant les sin puis prendre f sep4

flu à à cas E

Don moile coef de renormalisation 1 col Hetint

forme une bon hildentiinn i 2 144 IR

Demême par prolongement impair on monterqui Sin pp
forme une bon hildentiinn i 2 144 IR

Revenons au ps de la chaleur On cherche une solution mECYIR.IM4

Don tso m 4 140,4

Regardons d'abord le problème avec BC la Diriahlet alto m t4 0

Pour cela le base sinus de L 94 se prête bien à l'analyse

puisqu a sin TI vinifie les Bc I Dirichlet KLEIN

On écrit d.nu t a Lalflsin 17

pourchaque too on a
éventuellemᵗ

un coefficient de Fourier



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On envoie 17 dans l'équation up un en admettant a priorique le
d'elles et s'delille sont

É d'alt sin Éden sin E sommetCesera fatinmontle
c l etçanous permettra

de

vérifier notre solution

d'où

a
sin Klt E alt O dans2494

don nécessairement Lift E t cesont plein
d'EDO linéaires

à ha fini

µ c
401 P mil dnt

f denormalisation idoled

Le f α él 1ˢᵗ

sinilasoliinimir III
ultra αèÊÈ E

Δ voir la super
de 3Bun1Brown s Youtube

Eg si L T et m sin a 0,1 sin rom
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EXERCICE Résoudon la chaleur Neumann s 92

t un tso oance

unto m.lto otso ne 4L

en utilisant la bas les cosinus cette foisci

4 Une petite introduction à la théoriedes Semigroupes
quiunifietoutcequ'on a vujusqu'ici

Motivation Quel est le point commun entre tous ces problèmes

n L me un t 0

Yi a E II
ni etc

Réponse ils concernent tous des équations d'évolution linéaires du type

In An too sur un espar de Baroin A eu un opéré

A DIA
t.vn DIA d

Ï Ïï



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On sait écrire la solution pour
chacun des 5 ps présidents

on crée un pb de Cauchy en ajoutant une lonnie initiale

Ea solution partantd'undonnéinitial

1 n f En
2 XHetAX.amA

3 ultit.olt.im
Qu

E LHX non

4 ultil.Exie.FI p
et X

5 ult u vt
parceque

c'estclasse d'écrireet

On pourra vérifier que tousles opérateurs S t définis précédemment

08 la propriétés communes suivantes

DÉF C Semigroupe Soit un espace de Banachleg L L L LYIR.ir

on dit qu'un famille d'opérateurs donnés 941 L X en

un C semigroupe si

1 Slo II
t IX recruit

6
me la dynamiquene dépend

2 Vts Vss Iltis SH.SK IT III s
3 X EX ftp SHX X11 o

Slt faitévoluer une dynamique de type À X jusqu'au temps t en partant
d'une donnée Xo

À partir d'un semigroupe t a donné on peut définir son
générateur qui exprime la vitesse instantanée de l'évolution



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

DÉF Générateur infinitésimal On définit le générateur infinitésimal du

semigroupe Slt l'opérateur A D A X DIA CX

défini
pour EX lorsque la limite existe par

AX Lp
S'HX

t

On appelle D A le domaine de A c'est un ser de danse

dans

Exemple

IR Shn En On a bien

1 Sohn ê n

2 Y tts ê e e n c'estaussipourcelaqu'onaimebien

la rotation SIH

3 SH n n le 1 a 1 tartolh i a

24014 a

Donc est bien un C migroupe s IR

Et son générateurest

An fin fin E fin 2 014 2m

Donc d 2 i D d 7 12



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROPOSITION Équation d'ivolution

Soit a DIA aloe Vts Slt n.ES Al
tu S tln est dirivadt et

2SK n A SHn SH dn Vtso

PREUVE Calcul préliminaire

Supposons a D A et prenons E o 4 u

On a

Sltth n Sltlm SHIH r Shu
h

Eüïnfsmirh
ïï D

fin.SI Sa S14fin Ih

Don tu t est dirived à droit

Montrons le dérivabilité à go.ch m̂
Prenons hCE qui lui est fini



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

514 911 4 _SAM

51kHz 94th Slt hthlda

9141f91 m SH a f11

1191471 1191h m SH a Il

1191471 1191h no Sh Aa An An Il

1191471 Il S m An Il Ilan Sh A 11

TETEReste à MQ ça
Restedonné 0 par déf p.fr Lelade An

défde semigroupe

hm Slt h est continu d o E dans

Donc 1194Hlm
ËÜ

Finalement 514 t.hn _SAM ho



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Donc tu Slt a et dérivable à gauche et les dérivées

à droite et à gauche coïncident

9914m SH sa

Reste à montrer que Slt et A commutent

d 4 91414141m
51ha

Y ttha S Hm
h

914F14 Slt An

son

p à àlimite liait

Formule de Duhamel variationde la constante

Ï au b

n an f14
a t o h

Solution Lamogin 2,11 e ᵗn



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Variation de la constante pour un soltion particulière

alt e CHI

ép an acYell e ICH aeYH.fr

élu éᵗj H
du e f de

soft S e 81s ds convolution temporelle

IIjustipour que aplo
Dons avec 2 mptap la donnie

n'it pantin qui par is

Solution du ps de Cauchy la seule qui fonctionne graine
à CauchyLipschitz

a E cata f e pls is

C
On peut généraliser ça aux semigroupes

PROPOSITION Formule 1 Duhamel Soit SCH un C semigrip

sur un espace de Banach et Cb A son générateur

infinitésimal Alors pour f
C 1Re X M L IR X



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

au plus une solution au ps de Cauchy

À AX tg too

Nn X

et iette soltion s'écrit XHj.LI
it 91ts 8dds

LEÏITIITE


