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Analyse numérique des EDP Master 1 MACS

Présentation du cours

Ce document présente les bases de I’analyse numérique pour le Master 1 MACS a Nantes Université
et 'option Mathématiques et applications a I’Ecole Centrale Nantes. Il a été réalisé sur la base
des notes de cours de Frangoise Foucher, maitresse de conférences a I’Ecole Centrale Nantes.

Objectifs du cours

A Tissue de cet enseignement, les étudiant.e.s devront étre capables de :
— connaitre les différentes classes d’équations aux dérivées partielles linéaires et les équations
modeles associées ;

— construire un schéma aux différences finies et étudier ses propriétés de stabilité et de conver-
gence ;

— mettre en ceuvre une résolution numeérique sur ordinateur, notamment lors des travaux
pratiques avec Python;

— analyser les résultats obtenus et quantifier les erreurs numériques.

Plan de ’enseignement

— EDP et équations modeéles ;

— équation de la chaleur stationnaire : méthode des différences finies, consistance, stabilité et
convergence ;

— équation de la chaleur non stationnaire : schémas explicites et implicites de différences finies;
— équation de transport : courbes caractéristiques et schémas de différences finies ;

— équation des ondes.

Bibliographie
Les références sont classées par ordre de proximité avec le contenu du cours.

— Brigitte LUCQUIN, Equations auz dérivées partielles et leurs approzimations, Ellipses, 2004.
— Grégoire ALLAIRE, Analyse numérique et optimisation, Ellipses, 2005.

— Daniel EUVRARD, Résolution numérique des équations aux dérivées partielles, Masson, 3°
édition, 1994.

— Lionel SAINSAULIEU, Calcul scientifigue, Dunod, Sciences Sup, 2000.

— Bijan MOHAMMADI et Jacques-Hervé SAIAC, Pratique de la simulation numérique, Dunod,
2003.

— JTonut DANAILA, Pascal JoLy, Sidi Mahmoud KABER et Marie POSTEL, Introduction au calcul
scientifique par la pratique, Dunod, Sciences Sup, 2005.

— Mark H. HOLMES, Introduction to Numerical Methods in Differential Equations, Springer,
2007.

— Randall J. LEVEQUE, Finite Difference Methods for Ordinary and Partial Differential Equa-
tions, STAM, 2007.

— Eleuterio F. ToORO, Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics, Springer,
3¢ édition, 2010.
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Analyse numérique des EDP Master 1 MACS

Point de vigilance. Les passages en gris peuvent étre ignorés lors de la premiére lecture du
COUTS.

1 Introduction : EDP et équations modeles

1.1 Généralités

Une Equation aux Dérivées Partielles (EDP) est une relation entre une fonction inconnue, plusieurs
variables indépendantes, et ses dérivées partielles. Par exemple, pour une inconnue u = u(t, x)
dépendant des variables indépendantes ¢ et x, I’équation de Korteweg—de Vries s’écrit :

Opu 4 6udpu + O2u = 0. (1)

Definition 1.1 (Ordre d'une EDP). L’ordre d’une EDP est le plus grand ordre des dérivées
partielles apparaissant dans ’équation.

Par exemple, dans I’équation de Korteweg—de Vries (1), l'ordre est trois, puisque la plus haute
dérivée partielle est d3u.

Dans ce qui suit, les dérivées partielles pourront étre signalées de différentes manieres, plus ou
moins abrégées :

ou Pu 3
— = Jyu = u;, Ou encore, = 00U = Upypy-

oz3 r

Point de vigilance. Siu dépend de plusieurs variables indépendantes, la notation u’, u”,
etc., n’a pas de sens puisqu’elle ne précise pas par rapport a quelle variable la dérivée est prise.

Une EDP est définie sur un domaine, qui est un ensemble de points dans I'espace des variables
indépendantes ou la fonction inconnue et ses dérivées partielles sont considérées. On le note
généralement (2, par exemple,

(t,z) € Q= (0,T) x (0, L) C R?.

En général, on associera la variable ¢ au temps, et les variables x, y, z, aux coordonnées spatiales.
On dira alors que 'EDP est d’évolution si son inconnue dépend du temps, et qu’elle est
stationnaire si elle n’en dépend pas. Pour les équations d’évolution, la notation {2 désigne
généralement uniquement le domaine spatial, ¢’est-a-dire que 'EDP est considérée sur (0,77) x Q
avec ) le domaine spatial—qui est un ouvert de R?, pas forcément rectangulaire, ni borné.

Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, une EDP nécessite des conditions
aux limites pour étre bien posée. En effet, pour rappel, pour que 'EDO X’ = f(¢, X) soit bien
posée, il est nécessaire de fournir une condition initiale X (ty) = Xo'. Cette nécessité provient
essentiellement du fait qu’il faut intégrer I’équation pour obtenir la solution et qu’une condition
supplémentaire est nécessaire pour fixer la constante d’intégration qui apparait lors de cette
intégration.

De maniére analogue, pour une EDP, il est nécessaire de fournir des conditions initiales et/ou
des conditions de bords appropriées pour que le probléme soit bien posé. En premiere approche,
sur des domaines rectangulaires du type 2 = (0,7 x (0, L), on pourra retenir que le nombre de

1. Voir le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les EDO.
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conditions a imposer dans une direction donnée est lié a ’ordre maximal des dérivées dans cette
direction. La nature et la répartition de ces conditions dépendent cependant du type de 'EDP.
Par exemple :

ut + ug = 0 sur (0,7") x (0,L) = 1 condition sur ¢ et 1 condition sur x.

Ut — Ugy = 0 sur (0,7) x (0, L) => 1 condition sur ¢ et 2 conditions sur x.

Ut — Ugy = 0 sur (0,7) x (0, L) = 2 conditions sur ¢ et 2 conditions sur z.

Dans les domaines de dimension 1 en espace, les conditions aux limites les plus couramment
rencontrées sont :

 la condition initiale si 'EDP est d’évolution (dépend du temps)
u(t =0,2) = up(x), et/ou ut(t =0,2) = u1(z), pour tout z € (0,L);
o la condition de bords de Dirichlet (valeur de I'inconnue imposée sur le bord)
u(t,z = 0) = ug, et/ou u(t,x = L) = ug, pour tout t e (0,7T); (2)
o la condition de bords de Neumann (valeur de la dérivée normale sur le bord)
Oyu(t,x = 0) = vy, et/ou Ozu(t,z = L) =vq, pour tout t € (0,7T). (3)

On dit que les conditions de bords sont de Dirichlet et de Neumann sont homogeénes si les
valeurs imposées pour la solution ou pour sa dérivée normale sont nulles, 7.e.

ug = uqg =0, vg =vg = 0.

La solution d’une EDP peut représenter diverses quantités physiques telles que la température, la
pression, la concentration d’une substance chimique, la vitesse d’un fluide, le déplacement d’une
structure ou encore une densité de population. Dans ce cours on s’intéressera principalement aux
aspects mathématiques et numériques de ces équations et moins & la modélisation qui leur est
associée.

Definition 1.2 (EDP linéaire/non-linéaire). Une EDP est dite linéaire si elle peut s’écrire
sous la forme

L(u) = f,

ot L est une combinaison linéaire de u et de ses dérivées, et f une fonction donnée.

Definition 1.3 (EDP a coefficient constant/variable). Une EDP est dite a coefficient
constant si les coefficients des dérivées de l'inconnue sont des constantes. Elle est dite a
coefficient variable si ces coefficients dépendent des variables indépendantes.

Definition 1.4 (EDP homogene/non-homogene). Une EDP est dite non-homogéne si elle
contient des termes indépendants de l’inconnue u. Sinon, elle est dite homogéne. Dans les
cas non-homogénes, on a pour habitude d’appeler termes source les termes indépendants de
Uinconnue. S’il n’y a qu’un seul terme source, on le note généralement f.
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Par exemple (essayez de vous en convaincre),

314 w(t,x,y) — cos(z) uye(t,x,y) — ty u(t,z,y) =
~~ ~—— ~—
coef. constant coef. variable coef. variable

est linéaire et homogene si et seulement si f (¢, x,y) = 0. Un autre exemple :
U = Uz
est une EDP linéaire & coefficient constant et homogene, tandis que
= (U er = (W) 2)e = Quaty)e = 2(ug)? + 2utigy

est une EDP non-linéaire a coefficient constant et homogene.

f(t,z,y)
——

terme source

7 chapitres Introduction | Partial derivatives | B

Conseil. Allez voir la vidéo de Sbluelbrown sur les équations aux dérivées partielles pour
une explication visuelle et intuitive : https: //www. youtube. com/watch?v=1y4S0013Y28

1.2 Classification des EDP linéaires d’ordre 2

Une EDP linéaire d’ordre 2 & deux variables indépendantes ¢ et  sur £ C R?, s’écrit toujours

sous la forme
atg + 2buty + Cugy + dug + euy +ru = f,

oua,b,c, d, e ret fdépendent éventuellement des variables indépendantes ¢ et x.

En utilisant les notations de divergence et de gradient, respectivement,

_ (W=) 2 WAL AL
pour V(t,x) = (Vg(t,x)> € R?, div(V) = 9 + EIaE
et
Ut
pour u(t,z) € R, Vu= (u ) ,
on a’

div [ (% P) wu) = div [ T0% ) — g 1 2bus + cuy,.
b ¢ bus + cuy

Ainsi, I’équation linéaire (4) peut prendre la forme divergencielle :

div (AVu) + B - Vu+ru = f,

(i) ()

2. Sous réserve que u soit de classe c? pour assurer Uiy = Ugt-

avec

(4)

Sommaire
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Exemple : pour I’équation

Ut + 2utx + xzuxx +uz +u= 07

() - )

On fait une analogie entre I’équation linéaire d’ordre 2 sous sa forme divergencielle (5) et les
équations des coniques. Pour voir cela, on prend f = 0 et on remplace formellement u par 1 et
Vu par un vecteur £ € R?, il vient

on a

div(AVu)+ B-Vu+ru=0 — TAE+B-€4+r=0,

qui représente effectivement une conique dans le plan (&1, &2). Cette analogie permet de classifier
les équations linéaires d’ordre 2 en fonction de la nature de la conique associée : ellipse, parabole,
hyperbole. Pour chacun de ces trois types, les solutions des EDP associées présentent des
comportements caractéristiques.

Plus précisément, la nature de la conique est déterminée par le discriminant du polynéme
caractéristique b — ac de la matrice A :

Type A’EDP Conique Valeurs Critere Comportement caractéristique
propres de A
Elliptique Ellipse méme signe b?> —ac <0  équilibre spatial, effet régularisant
strict
Parabolique Parabole une valeur b> —ac=0 diffusion, effet régularisant, évolution
propre nulle irréversible

Hyperbolique Hyperbole signes opposés 4> —ac >0 propagation & vitesse finie

Remarque 1.5. L’hypothése (t,x) € R? est éclairante pour une premiére compréhension de la
classification des équations linéaires d’ordre 2; cependant, on peut facilement généraliser cette
classification a (t,z) € R x R? ou x € R, La matrice A devient alors une matrice symétrique
(d+ 1) x (d+ 1) ou d x d selon le cas et on s’intéresse au signe de ses valeurs propres pour
déterminer la nature de [’équation.

A retenir. La matrice A contient les coefficients des dérivées secondes dans I’équation linéaire
d’ordre 2. Pour déterminer la nature de l’équation (elliptique, parabolique ou hyperbolique), il
suffit d’examiner le signe de ses valeurs propres :

o spectre de A a un signe strict : elliptique

e spectre de A contenant exactement une valeur propre nulle et les autres de méme signe :
parabolique

e spectre de A contenant des valeurs propres de signes opposés : hyperbolique

1.3 Equations modéles (linéaires et d’ordre 1 ou 2)

1.3.1 Equation de la chaleur stationnaire

Dans le chapitre 2, on étudiera équation de la chaleur stationnaire sur un domaine Q C R? :

—Au=f dans Q, (6)

Page 6 /40
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ot u = u(t,x) et A désigne l'opérateur Laplacien :

d 92
0“u
Au = Z 6%2’
=1 7
c’est-a-dire
Au= g, =u" si d=1,
AU = Up gy + Uggwy, SI d=2..

On remarquera que (6) est en fait une simple EDO lorsque d = 1. Cette équation est linéaire,
elliptique et du second ordre. On 'appelle également équation de Poisson dans le cas inhomogéne
ou f # 0 et équation de Laplace lorsque f = 0.

La quantité u modélise la température d’un milieu a ’équilibre thermique, sous 'effet de la source
de chaleur f.

Lorsqu’on considére (6) sous sa forme divergencielle (5), on trouve
A= -Id, B=0,r=0,
de sorte que les valeurs propres de A sont toutes égales & —1, ce qui confirme le caractere elliptique

de I’équation.

L’équation de la chaleur stationnaire sera étudiée dans le chapitre 2, la fiche de TD
1, et la fiche de TP 1.

1.3.2 Equation de la chaleur

Dans le chapitre 3, on s’intéressera a ’équation de la chaleur (instationnaire) sur un domaine
QCR?:
0w —ocAu = f dans (0,T) x £, (7)

ou u = u(t,x), o > 0 est le coefficient de diffusion, et 7" > 0 est communément appelé
I’horizon temporel.

Cette équation est linéaire, parabolique et du second ordre. En effet, en dimension d = 2 pour
rester simple, 1’équation (7) prend la forme divergencielle (5), avec

—-c 0 0
A= 0 —-o 0], B=0, r=0
0 0 0

de sorte que le spectre de la matrice A est donné par {—o, —0,0}, ce qui confirme le caracteére
parabolique de 1’équation.

Les solutions de (7) évoluent typiquement vers un état d’équilibre thermique, c’est-a-dire une
solution stationnaire us, qui satisfait I’équation de la chaleur stationnaire (6).

En dimension d = 1, avec f = 0, et conditions de Neumann (c’est-a-dire d,u = 0 aux frontieres
signifiant une isolation thermique du milieu) la solution de ’équation de la chaleur évolue vers
une solution constante correspondant a 1’équilibre thermique.

Conseil. Vous pouvez aller visionner la vidéo de Sbluelbrown pour plus d’intuition sur
l’équation de la chaleur : https: //www. youtube. com/watch? v=ToIXSwZ1pJU
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Solving the heat equation | DE3

4+ Résumé Building on t

L’équation de la chaleur sera étudiée dans le chapitre 3, la fiche de TD 2, et la fiche
de TP 2.

1.3.3 E‘quation de transport

Dans le chapitre 4, on s’intéressera a I’équation de transport (ou convection) sur un domaine
QCR?:

Owu+c-Vu=f dans (0,7) x €, (8)
ott u = u(t,z), c € R? est le champ de vitesse.

Bien qu’elle soit d’ordre 1 et non d’ordre 2, on la classe tout de méme dans la catégorie des
EDP hyperboliques, en raison de son comportement caractéristique : I'information se propage a
vitesse finie le long de courbes appelées caractéristiques. Dans le cas ou le champ de vitesse ¢ est
constant, celles-ci sont données par

z(t) = zo + tc.

L’équation de transport (8) modélise le déplacement d’une quantité u sous l'effet d’'un champ
de vitesse c, avec éventuellement une source f, par exemple la concentration d’un polluant dans
une riviere. En dimension d = 1, lorsque ¢ = ¢ € R est constant et que f = 0, la solution évolue
simplement par translation : u(t,z) = ug(x — ct), ol ug est la condition initiale.

Conseil. Vous pouvez aller visionner la vidéo de Chris Rycroft pour plus de détails sur
l’équation de transport : https: //www. youtube. com/ watch? v=s09AkBVWOPc

Harvard AM205 video 3.17 - Advection equation & characteristics

Harvard Applied Math 205

Advanced Scientific Computing: Numerical Methods

Unit 3 — Numerical Calculus

Video 3.17 — Advection equation &
characteristics

L’équation de transport sera étudiée dans le chapitre 4, la fiche de TD 3, et la fiche
de TP 3.

1.3.4 Equation des ondes
Dans le chapitre 5, on s’intéressera & 1’équation des ondes sur un domaine Q C R? :
Opu — *Au=f dans (0,T) x Q, 9)

ou u = u(t,x) et ¢ > 0 est la vitesse de propagation des ondes. Cette équation d’ordre 2
peut modéliser, par exemple, les vibrations d’une corde ou la propagation des ondes acoustiques,
I'inconnue u représentant le déplacement de la corde ou la pression acoustique.

Sommaire Page 8 /40
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Pour un Q C R2, I’équation des ondes (9) peut se mettre sous la forme divergencielle (5), avec

1 0 0 0
A=10 - 0 |, B=|0|, r=0
0 0 —c 0

Les valeurs propres de A sont 1, —c? et —c?, ce qui rend I'équation des ondes hyperbolique.

En dimension d = 1, avec f = 0 et des conditions de Dirichlet homogenes (v = 0 aux frontieres),
une perturbation initiale se propage a vitesse finie dans le domaine et se réfléchit lorsqu’elle
atteint les frontieres. Contrairement a ’équation de la chaleur, il n’y a pas de phénomeéne de
diffusion : les oscillations persistent au cours du temps.

Conseil. Vous pouvez aller visionner la vidéo de Parth G. pour plus d’intuition sur l’équation
des ondes : https: //www. youtube. com/watch? v=ub7lok-JQJE

The w L'équation des ondes pour les DEBUTANTS | Equations de physique simplifiées
ave 3 6ans

ECLuaHon
A"/ L Q'u :.a"
4 —r |22 = tEM
» '- o at’. . a%‘

\ i‘/ Can YU understand tiis ?

—

16:59

L’équation des ondes sera étudiée dans le chapitre 5, la fiche de TD 3, et la fiche de
TP 4.

A retenir. Les équations de Poisson, chaleur, transport et ondes sont les prototypes d’EDP
linéaires elliptique, parabolique, parabolique et hyperbolique étudiés dans ce cours, respective-
ment.

1.3.5 Un dernier exemple (non-linéaire) : advection-réaction-diffusion

Dans ce dernier exemple on se propose de regarder I’équation
Ou+c-Vu—olAu= f(t,z,u), (10)

sur un domaine Q C R? avec des conditions initiales et aux frontiéres appropriées. Cette équation
combine plusieurs phénomenes :

e advection : transport de la quantité u par le champ de vitesse c,

o diffusion : dissipation de u par le terme —oAu,

 réaction : croissance ou décroissance locale de u par la fonction f(t,z,u).
Notez que ce dernier terme dans le membre de droite n’est plus une simple source f(¢,x) comme
c’était le cas pour les équations linéaires précédentes, mais dépend maintenant de la solution u
elle-méme. Ceci rend 1’équation non-linéaire et complique son analyse mathématique ainsi que

sa résolution numérique. Ce terme est souvent appelé terme de réaction et est analogue a la
fonction de croissance F' pour 'EDO X'(t) = F(t, X).

Cette équation peut modéliser une population végétale se dispersant dans son environnement.
Par exemple, u(t,x) pourrait représenter la densité de cette population sur une ile, délimitée

Page 9/40
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par le domaine €2, a linstant ¢ et en position x. La population serait alors soumise & une
dispersion diffusive non dirigée, modélisée par —oAu, résultant de phénomenes déplacement
individuels aléatoires ; & un transport dirigé, modélisé par c - Vu, pouvant par exemple représenter
la dispersion des graines sous l’effet du vent; et & une dynamique locale de croissance ou de
décroissance, modélisée par f(t,x,u), représentant, par exemple, la reproduction, la mortalité, la
consommation par la faune, ou encore compétition intraspécifique. Des conditions aux limites
appropriées pourraient enfin traduire la mort des individus & la frontiere de l'ile, dans le cas
de conditions de Dirichlet homogenes, ou son confinement a l'intérieur de 1'ile, dans le cas de
conditions de Neumann homogenes.

L’équation (10) est parabolique si le coefficient de diffusion o est strictement positif, hyperbolique
si 0 = 0. Ce point est laissé en exercice.

Page 10 /40
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2 Equation de la chaleur stationnaire (Poisson)

On étudie dans ce chapitre ’équation de la chaleur stationnaire en dimension d = 1, également
connue sous le nom d’équation de Poisson avec des conditions aux limites de Dirichlet :

—u"=f sur (0,1),
u(0) = uy, (11)
u(l) = ug,
Remarque 2.1. Voir le fiche de TD 1 pour des conditions aux limites mixtes :
u(0) = Ug,
u'(1) = vy,
et pour le probléme lorsque le domaine Q est un carré de dimension d = 2 :
—Au=f dans Q= (0,1) x (0,1),
u=20 sur 0S2.

2.1 Remarques sur les solutions de (11)

Proposition 2.2 (Caractére bien posé pour I’équation de Poisson avec source réguliere). Si
f est continue par morceauz sur [0,1], alors l’équation (11) admet une unique solution u qui
est de classe C' sur [0,1] et de classe C? sur chaque sous-intervalle ot f est continue.

Par ailleurs, on a l’expression explicite

1 T

C-pfWdy— [ @=wiwd.  (12)

w(x) = ug + (ug — ug)z + :1:/ -

y=0

Preuve. Pour 'existence, on pourrait simplement vérifier que la fonction u définie par (12)
satisfait bien 1’équation (11). Par souci de constructivité, regardons plutét comment la construire
a partir de 1’équation. Pour cela, on intégre deux fois I’équation —u” = f, en notant C et D les
constantes d’intégration qui seront déterminées par les deux conditions aux limites.

A partir de u” = —f, on obtient une premiére fois
T
)=~ [ fwdy+c,
N
=:F(x)

puis une seconde fois

u(z) = —/:F(z)dHCHD

:_/j (/Z f(y)dy)dz—i—Cw—i—D. (13)

=0 y=0
Puisque f est continue par morceaux sur [0, 1], le théoréme fondamental de ’analyse donne
[f € Chw([0,1])] = [F € C°n Chy([0,1])]

N [x o /jOF(z) dz € C' 1 C2y ([0, 1])] .

En particulier, I'intégrale double apparaissant dans (13) est bien définie ce qui permet d’utiliser
le théoréeme de Fubini :
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si bien qu’on trouve,

Ainsi, (13) devient
u(z) = —/y fy)(x—y)dy+ Cx+ D. (14)

La condition u(0) = uy donne immédiatement
D = uy.

La condition u(1) = ug donne ensuite

1
w——é (1—9)f(y) dy +C + ug,

d’ou
1

C’:ud—ug—l—/yzo(l—y)f(y)dy.

En reportant les valeurs de C' et D dans l'expression de u (14), on obtient

1 T

(=g~ [ (@i dy

u(z) = ug + (ug — ug)z + x/ y=0

y=0

ce qui est bien (12). La régularité énoncée découle également de la construction précédente.

Passons a I'unicité : supposons que u; et ug soient deux solutions de (11) avec les mémes conditions
aux limites. Alors w = uy — ug satisfait

w”(z) =0, x€(0,1),

w(0) =0,

w(l) =0

~—

L’intégration de I’équation différentielle donne w(x) = Ax+ B. Les conditions aux limites imposent
B=0et A=0, donc w = 0. Ainsi, u; = us, ce qui prouve 'unicité. O
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Remarque 2.3 (Sur 'équation de Laplace). Dans le cas sans terme source, c’est-a-dire lorsque
f =0, on retrouve ’équation de Laplace

"
—u' =0.

La solution de (11) est alors simplement la fonction affine reliant les deuz valeurs imposées au
bord :

uw(x) = ug + (ug — ug).

En dimension supérieure, les solutions de I’équation de Laplace me sont plus, en général, des
fonctions affines. Elles dépendent d la fois des données imposées sur le bord et de la géométrie du
domaine.

A retenir.

‘ En dimension 1 : — Au= —u" = 0= u affine.

En dimension d = 2, le probléeme de Laplace —Awu = 0 posséde des solutions a variables séparées,
c’est-a-dire de la forme u(x,y) = v(x)w(y), mais il existe également des solutions plus générales
qui ne se séparent pas de cette maniére. Ce point est abordé en en détail dans le fiche de TD 1.

Pour des termes sources moins réguliers que continus par morceaux, il est nécessaire de recourir
a des solutions faibles et a des espaces de Sobolev pour formuler correctement le probléeme et
garantir 'existence et 'unicité de la solution :

Proposition 2.4 (Caractére bien posé pour I’équation de Poisson avec source dans L?). Si
f € L?(0,1), alors le probléme de Poisson avec conditions de Dirichlet homogénes, d savoir

—u"=f sur(0,1),
u(0) =0, (15)
u(l) =0,

admet une unique solution faible u € HZ(0,1), ot

H}(0,1) := {v € L*(0,1) tels que v' € L*(0,1) et v(0) = v(1) = 0}. (16)

Point de vigilance. La proposition précédente est énoncée de maniére trés formelle. Nous
n’entrerons pas dans les détails ici, mais il est important de noter que la notion de solution
faible reste a définir rigoureusement, et que ’élément v' dans la définition de l’espace de
Sobolev HE(0,1) dans (16) doit étre compris au sens des dérivées faibles—qui est une généra-
lisation de la dérivée classique aux fonctions qui ne sont pas nécessairement différentiables au
sens classique.

A retenir. FEn général, on ne sait pas calculer la solution du probléme de Poisson de maniére
explicite lorsque la source f est dans L?. C’est pourquoi il est nécessaire de recourir a des
méthodes numériques d’approzimation (comme la méthode des différences finies, des
éléments finis, ou les volumes finis, etc.) pour approcher la solution. Dans la premiére partie
de ce cours, nous nous concentrerons sur la méthode des différences finies pour résoudre
numériquement les EDP présentées dans l’introduction.
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2.2 Schéma aux différences finies pour 1’équation de Poisson

On considere donc 1’équation de Poisson sur l'intervalle (0, 1) munie de conditions de Dirichlet
non-homogenes (11) qu’on rappelle ici :

—u" = f  sur(0,1),

u(0) = ug, (17)

u(1l) = ugq.

Pour résoudre ce probleme numériquement, on introduit pour N € N* un vecteur inconnu

Ul
U2

up=| | erY (18)
uUn

dont le rdle sera d’approximer la solution u. Pour cela, on introduit un maillage uniforme {z;}Y,
de l'intervalle (0,1), avec

x; = ih, i=[1,N],

ou h désigne le pas de discrétisation du schéma

1

hi=—

N+1
0 - 1

N=1 )
Q h=1/2 = h=1/2 Q
0 xr1 €2 1

N=2 O O

Q h=1/3 = h=1/3 = h=1/3 Q

ete.

Remarque 2.5. On peut poser ug = ug et un4+1 = uq puisqu’elles correspondent aux conditions
de Dirichlet imposées aux bornes de l’intervalle; ce ne sont pas des inconnues.

Notre objectif est de construire une méthode permettant d’approximer
u(z;) =~ i, i=[1, NJ,

et de quantifier la qualité de cette approximation.

Pour cela, on va utiliser des développement en suites de Taylor autour des points du maillage
pour approximer la dérivée seconde u”(x;) en fonction des valeurs u; et des points voisins.

Point de vigilance. On a maintenant deuz objets distincts : la fonction continue u(zx) que
l’on cherche a approximer, et le vecteur discret up qui contient les valeurs approchées aux
points du maillage. Il est important de garder cette distinction a l’esprit lors de l’analyse des
schémas numeériques.
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En supposant que la fonction u est suffisamment réguliére pour permettre un développement en
suite de Taylor a 'ordre 2 autour du point z;, on obtient, a gauche

h2
u(wi_q) = u(z;) — ha'(x;) + ?u”(xi) +o(h?), (19)
et, a droite,
h?
w(wivr) = u(w;) + ho'(z) + ?u”(mi) + o(h?). (20)

En sommant (19) et (20), on obtient
u(zi1) + u(wisr) = 2u(x;) + 2" (2;) + o(h?),
ce qui conduit a I’approximation centrée de la dérivée seconde :

w(wi—1) — 2u(x;) + u(xisr)
h2

u”(z;) =

+o(1).

Ceci nous pousse a proposer le probleme discret suivant sur uj, pour approximer la solution u de

—u" = f:
1 .
—5z (i1 = 2ui tuin) = flw),  i=[1LN], (21)
ou ug = ug et un41 = uq correspondent aux conditions de Dirichlet aux bornes de I'intervalle.

Les équations de (21) (il y en a N) forment un grand systéme d’équations, qui est linéaire en les
inconnues uq, ..., uy, si bien que I'on peut écrire ce systéme sous la forme matricielle

Apup, = by, (22)

ou Ay est la matrice carrée et tridiagonale de taille N x N, et b le vecteur de dimension N,
données par

2 -1 0 0 --- 0 f(x1)+%
-1 2 -1 0 --- 0 Fl2)
0 -1 2 -1 --- 0
1 f(x3)
=gl 0 o2 o | E T (23)
: : : .o =1 flzn-1)
0 0 0 - -1 2 flzn) + 78

Note pour plus tard : La matrice Aj, est la matrice du moins Laplacien : A, ~ —A.

Conseil. Soyez convaincu que la matrice Ay, s’écrit bien sous la forme tridiagonale donnée
ci-dessus. La compréhension de ce point est essentielle pour bien appréhender la structure du
systeme linéaire obtenu.

On Dobtient ligne par ligne en s’appuyant sur le schéma auz différences finies (21).

On commence par les lignes intérieures (i.e. les lignes correspondant a i € [2, N —1]) qui sont
les plus simples.

On traite ensuite les lignes correspondant aux indices i = 1 et i = N, qui prennent en compte
les conditions aux bords du domaine, a savoir ug = ug et uni1 = uq. Pour ces deux lignes, il
faut écrire explicitement (21) en remplacant i par 1 puis par N. Vous verrez que les termes
Uy = ug et un41 = uq apparaissent dans le membre de gauche et sont transférés dans le
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membre de droite, ce qui explique la présence des termes Z—g et % dans le vecteur by, dans
(23).

Un premier point est de savoir si le probléme linéaire (22) est bien posé.

Proposition 2.6 (Caracteére bien posé du schéma aux différences finies (22)). Pour tout
N > 1, la matrice Ay définie en (23) est définie positive, donc inversible. En conséquence, le
probléme linéaire (22) admet une unique solution.

Preuve. Pour rappel, une matrice symétrique M est définie positive si, pour tout vecteur non nul
x,on a Mz > 0. Les matrice définies positives se caractérisent également par le fait que toutes
leurs valeurs propres sont réelles (c’est une conséquence du théoréeme spectral) et strictement
positives. En effet, si A est une valeur propre de M associée a un vecteur propre non nul v, on a

Av = v,

et donc
0 < vl Av = 2Tv = Av|?,

ce qui implique que A > 0.

Ainsi, si M est une matrice symétrique définie positive, toutes ses valeurs propres sont strictement
positives. Cela implique que M est inversible. En effet, par contraposée, si M n’était pas inversible,
alors il existerait un vecteur non nul v dans Ker(M) \ {0} # &, ce qui impliquerait que
Mv =0 = Av avec A = 0, et nous dirait donc que 0 est une valeur propre de M. Ainsi

[M non inversible] = [0 est une valeur propre de M]
d’ou, par contraposée,

[0 n’est pas une valeur propre de M| = [M inversible].

Reste enfin & montrer que A, est définie positive. Pour tout vecteur non nul z € RV, on a

2.%'1 — X2
—x1 + 229 — T3
1 :
=g r ’
—TN_2+2TxN_1 — TN
—TN-1+ 22N
d’ou
21‘1 — T2
—x1 + 219 — 23
TA _ 1
T hx—ﬁ r1 T2 -+ XIN—-1 <IN :
—IN_2+2CN_1 — TN
—IN_1+ 2zN
N—-1
_1 (22_. ._..)+22_ 4252
=72 Ty — Xj—1T5 — TiXi41 T] — T172 TN —TN-1TN
=2 cas i=1 cas 1=N

cas 1€[2,N—1]
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=(z1—x2)?2 =(z2—x3)?2 =(zn_1—zN)?

1
el Ay = 72 (w% +2f — 2z129 + 25 + 23 — 2w0x3 + 25+ + TH_g — 2TN_1TN + TX +x?\,>

1 N-1
2 2 2
i=1
Ainsi, on a bien
T Apz >0 pour tout z € RY (24)
Par ailleurs, si 7 Apz = 0, alors on doit avoir
1 =2y =0 et x; —xiy1 =0 pour tout i € [1, N — 1],
ce qui implique par une récurrence immédiate que
z; =0 pour tout i € [1, N].

Par conséquent, on a
[T Apz = 0] = [z =0], (25)
et donc en combinant (24) et la contraposée de (25), on obtient

[T Apz > 0] pour tout z # 0.

O]

A présent qu’on a montré que notre schéma aux différences finies meéne a une unique solution
discrete, on peut se poser les questions qui suivent :

o (Convergence) Est-ce que la solution discrete se rapproche de la solution continue lorsque le
pas de discrétisation h tend vers 07 Autrement dit, a-t-on
lim w; = u(x;) pour tout i € [1, N]?
h—0
« (Stabilité) Comment varie la solution discrete lorsque les données f, ug ou ug sont légerement
perturbées 7 En particulier, de petites perturbations des données entrainent-elles seulement
de petites perturbations de la solution ?

o (Consistance) Sil’on remplace dans le schéma discret les inconnues u; par les valeurs u(z;) de
la solution continue aux points de discrétisation, ’équation discrete est-elle approximativement
satisfaite 7 Et cette approximation devient-elle de plus en plus précise lorsque h tend vers 07

A retenir. On verra par la suite que

‘ stabilité + consistance = convergence‘

2.3 Consistance du schéma aux différences finies (21)

Definition 2.7 (Erreur de consistence). L’erreur de consistence mesure da quel point le
schéma discret s’écarte de l’équation continue lorsqu’on remplace les inconnues discrétes par
les valeurs exactes de la solution continue aux points de discrétisation.

Autrement dit, si u est la solution exacte de I’équation continue et mj, : C(2) — RV est
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lopérateur de projection défini par

mh(u) = eRY, (26)

Uerreur de consistence e (u) est définie par

‘sh(u) = Ahﬂ'h(u) — bh ‘

A retenir. Pour l’erreur de consistence :

1. On prend u la solution exacte de l’équation continue. Attention d ne pas confondre u
avec up,...

2. Notre schéma discret s’écrit Apuyp — by, = 0.

3. Pour savoir a quel point notre schéma est fidéle a l’équation continue on met u (la solution
exacte) dans le schéma discret : on calcule Apmp(u) — by, =: ep(u). (mp, sert a transformer
u qui est une fonction continue en un vecteur de valeurs discrétes pour pouvoir l'insérer
dans le schéma discret.)

4. Forcément, mp(u) n’est a priori pas la solution exacte du schéma discret, donc on a trés
peu de chance que ep(u) = Apmp(u) — by, soit nul. En revanche, on peut espérer que ep(u)
soit petit lorsque le pas de discrétisation h tend vers zéro.

Definition 2.8 (Consistance d'un schéma discret). On dit que le schéma discret Apup—bp, =0
est consistant avec l’équation continue si, pour toute solution exacte u de I’équation continue,
Uerreur de consistence ep(u) = Apmp(u) — by, tend vers zéro lorsque le pas de discrétisation h
tend vers zéro :

py
[schéma discret consistant] &, [pour toute solution exacte u, llliH(l) ep(u) =0].
—

Pour étre plus précis, on peut dire que le schéma discret est consistant d’ordre p pour
une norme || - || donnée si pour toute solution exacte u de l’équation continue, l’erreur de
consistence satisfait

3C > 0,3ho >0 tels que Vh < hy, llen(u)|| < ChP.

Autrement dit,
llen(w)]] = O(hP)  lorsque h — 0.

Point de vigilance. On sait qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Cela
signifie que si lerreur de consistence tend vers zéro dans une norme, elle tendra également
vers zéro dans toutes les autres normes.

Cependant, l’ordre de consistance peut dépendre de la norme choisie. Par exemple, pour les
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normes €' et >, on a pour x € RN :

N
1
HWP{]MSN@MMZMWM<W+NMM=ﬂNw

i=1 B
Ainsi, si
2]l < CRHP,

on a

1 C -
2]l < EHmlloo < hP=Ch? 1

En conclusion, si un schéma est consistant d’ordre p pour la norme £°°, il sera consistant
d’ordre p — 1 pour la norme 1.

Rappel. Les normes vectorielles importantes dans RY :

N
e la norme £t : ||zl = X |z ;
i=1

N 1/2
e la norme €% : ||x|js = (Z |xz’2> ’
i=1

e la norme £ : ||x||co = max |z;|.
(2

Proposition 2.9 (Consistance du schéma aux différences finies (21)). Si la solution exacte u
de l’équation de Dirichlet (11) est de classe C* sur [0,1], alors le schéma aux différences finies
(21) est consistant d’ordre 2 pour la norme || - ||oo-

Preuve. On a

[\
|
—_
=}
=)
<
—
8
—
~

flx1) + 3%

) -1 2 -1 0 u(z2) f(z2)
€h(u) = Ahwh(u) — by, = ﬁ 0 -1 2 0 u(lﬁ) — f(l‘;g) s
6 0 O 2 u(a:N_l) f(a;N_l)—i—;‘L—g

et puisque u vérifie les conditions de Dirichlet sur les bords =0 et z = 1, on a u(zg) = ug et

u(xn) = ug. Ainsi, on peut écrire, de maniere générale,

w(wi—1) — 2u(z;) + u(it1)
2

En utilisant les expansions de Taylor Lagrange de u(x;—1) et u(x;+1) autour de x; a 'ordre 4

(licite, puisque u est de classe C*), on obtient

ep(u); = — — f(=), pour tout i € [1, N — 1]. (27)

2 3 4
u(wi_1) = u(z;) — hu'(z;) + ?u”(:ci) — %u(g) (x;) + %u(4)(ai_1), ol a1 € (xj—1,%;).
I 2 " h3 3 h4 4
u(xi“) = u(xz) + hu (:C,) + ?u (xz) + gu( )(xz) + ﬁu( )(,3,'+1), ou Bi4+1 € (a;i, :Ci+1).

En sommant ces deux expansions, il vient

h4

w(aio1) = 2u(e) +ulwin) = W’ (@) + 5 (D (@i1) +uD(Biy)) - (28)
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On a donc, en injectant (28) dans (27),
2
en(wi = — (@) + 7 (6D (ai0) + uD(5)) ) = Fla)

A ce moment de I’analyse, il faut s’appuyer sur le fait que u satisfait 1’équation de Poisson (11),
en particulier —u”(x;) = f(x;), ce qui permet de simplifier 'expression de I’erreur de consistance :

h2

Eh(u)i = _ﬂ

(1 0i1) + D (Bin) )

A présent, on majore le module de p,(u); par inégalité triangulaire :
2 2

h h
en(w)il < 57 (W (@) + [ (Bin)]) < 75 sup [u®(a)]. (29)
len(u)il < 5 (1 1 all) < 35 sup ()

Notons que la quantité sup |[ul® (z)] est finie puisque u est de classe C* (donc u(® est continue)
sur le compact [0, 1].

En prenant alors le maximum sur tous les indices i € [1, N — 1] dans (29), on obtient

h2
len(w)llos < 5 sup ™ (). (30)
z€[0,1]

On a ainsi montré qu’il existe une constante C' = & SUDze[0,1] |u®(z)| (indépendante de h) telle
que
len(u) | < CR2.

Le schéma est donc consistant d’ordre 2 pour la norme infinie. O
Remarque 2.10. Si la solution exacte u®) =0 (c’est-da-dire® si f" =0, i.e. f est affine), alors
on peut se rendre compte en regardant (29) que erreur de consistance est nulle.

Dans ce cas, le schéma est exactement consistant : Apmp(u) = by et on a, dans ce cas idéal,
coincidence parfaite entre la solution numérique uy, et la solution exacte évaluée aux points du
maillage.

Le controle de l'erreur de consistence est la premiere étape pour établir la convergence d’un
schéma numérique.

Dans ce qui précede, on a défini erreur de consistence €5 (u) comme

en(u) = Apmp(u) — by,

ot Tp(u) désigne le vecteur (u(z;))ie[i,n—1) des valeurs de la solution exacte aux points du
maillage intérieur.

On définit a présente ’erreur de convergence :

Definition 2.11 (Erreur de convergence). L’erreur de convergence ep(u) est définie
comme la différence entre la solution exacte évaluée aux points du maillage intérieur et la
solution numérique :

en(u) = mp(u) — up,

ot my(u) est le vecteur de l’évaluation de la solution (u(x;))iep,n—1] €t un est la solution
numeérique, c¢’est-a-dire la solution du systéme linéaire Apup, = by,.

3. En dérivant deux fois I’équation —u" = f.
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Comme dans le cas, de la consistance, on dira que le schéma est convergent si ’erreur de
convergence tend vers zéro lorsque le pas de maillage h tend vers zéro. On dira également que le
schéma est convergent d’ordre p pour une norme | - || donnée si

3C >0, 3hg >0, Vh<hg, |en(u)| < ChP.

A noter, dans la continuité de la remarque 2.10 : si le schéma est exactement consistant et que la
solution exacte est suffisamment réguliere, alors le schéma est exactement convergent.

Pour revenir au lien entre la consistance et la convergence, observons qu’on a
Apup, = by, (31)
d’une part pour la solution numérique uy, et
Ahﬂ'h(u) =by + Eh(u) (32)

d’autre part pour la solution exacte. Par linéarité de 'opérateur Ay, on obtient, en soustrayant
(31) de (32) :
Ap(mp(u) — up) = ep(u),
et donc
en(u) = Ay, 'en(u). (33)

Aparté. Pour une norme ||-|| donnée sur R, on utilise la norme matricielle subordonnée
Il - | pour les matrices de My (R), qui est une norme adaptée da la norme vectorielle choisie.
Cette norme se définit par

A
Al = sup I Az] = sup ||Az|| (définitions équivalentes).
w0 [zl jzp=1

Ainsi, par définition de la norme subordonnée, on obtient immédiatement [’inégalité

[ Az]
]

autrement dit, pour tout vecteur non nul r € RN, on a

<[All vz #0,

[Az]| < [|A]l ]l

Les normes subordonnées associées aux normes vectorielles usuelles €, (> et £>° ont également
des expressions explicites sympathiques :

N N
_ g _ T _ g
4 = Solool 14k = /o(ATA), 1Ak = e 3 o)

ot p(AT A) désigne le rayon spectral de la matrice AT A.

On peut maintenant controler I'erreur de convergence ey (u) en utilisant la norme subordonnée :

-1 -1
len(u)ll = [ A}, en(w)[| < 1AL [len(u)]] - (34)
—_——— ——
erreur de erreur de
convergence consistance
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Il est donc clair que 'erreur de convergence est controlée par 'erreur de consistance, avec un
facteur de proportionnalité donné par la norme subordonnée de l'inverse de 'opérateur discret
Ay, Dans la suite, on va chercher une majoration de ||A; || pour obtenir une estimation pratique
de lerreur de convergence. Ce sera le résultat de stabilité.

2.4 Stabilité du schéma aux différences finies (21)

Proposition 2.12 (Stabilité du schéma aux différences finies (21)). Les coefficients de la
matrice A,:l sont tous positifs ou nuls. Par ailleurs, cette matrice vérifie ’inégalité de
stabilité en norme infinie suivante :

_ 1
45 oo < - (35)

0g)

Par ailleurs, le schéma (21) est stable en norme infinie :

1
lunlloo < S bAlloo, (36)

autrement dit, la solution discréte uy, est controlée par le second membre by, = by (f, ug, uq).

Remarque 2.13. La stabilité exprimée dans (35) entraine la stabilité au sens général :

une légere variation du second membre (f) et/ou des conditions de bord (ug, u4) entraine une
variation proportionnellement contrélée de la solution discréte.

En effet, si oby, désigne une petite perturbation de by, alors la solution discréte subira une variation
duy, telle que
Ah(uh + 5uh) = by, + dby,.

En conséquence, puisque Apup, = by, il vient
Ahéuh = (5bh,

et donc
Sup, = A, 15by,.

Ainsi, en s’appuyant sur (35), il vient

_ (39) 1
[5unlloo < 145 locllobnlloo <" 2 110Bn|oo-

L’erreur commise sur la solution discréte est donc proportionnellement contrélée par la perturbation
du second membre.

Preuve de (36) dans la Proposition 2.12. Le controle (36) s’obtient directement du fait que
Apup, = by, et du controle de la norme infinie de l'inverse de Ay, (35) :

(35) 1
< Z

unlloo = 1145 bulloo < 1145 locllbnlloo <" SI1bnlloc-

O]

Pour obtenir (35)—qui constitue finalement la plus grosse partie de la Proposition 2.12, on va
avoir besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.14 (Principe du maximum discret). La matrice Aj, associée au schéma aux
différences finies satisfait le principe du maximum discret :

vz € RY, [Apr = 0] = [z = 0], (37)

ot, pour tout vecteur y € RN, la notation y = 0 signifie que toutes les marginales y; de y sont
positives ou nulles.

Aparté. FEn régle générale, on parle de principe du mazximum lorsqu’un encadrement des
données du probléeme permet d’en déduire un encadrement de la solution. Ici, en posant
y:=Apr <= x = A,:ly, (37) devient

[y =0 = [4,'y = 0],

ot y joue typiquement le role du second membre by,.

Preuve du Lemme 2.14. Soit € RY tel que Apz > 0. Notons y := Az, alors y = 0. Il s’agit
de montrer que z; > 0 pour tout i € [1, N].

Pour cela, on va chercher l'indice k € [1, N] pour lequel zj, est minimal : posons

k € argmin{z;},
1€[1,N]

et montrons que x; > 0 ce qui permettra de conclure la preuve.

Point de vigilance. Noter que argminie[[LNﬂ{xi} n’est pas vide et peut contenir plusieurs
indices ; auquel cas on peut choisir n’importe lequel de ces indices comme k.

On procede par dichotomie : on va distinguer deux cas selon que k est sur un bord (c’est-a-dire
k=1 ou k= N) ou a 'intérieur (c’est-a-dire 1 < k < N).

e Si k=1, en regardant la premiére ligne de Apx =y, on a
2331 — X9 = h2y1. (38)

Puisque y > 0, on a y; > 0, donc
h%y, > 0. (39)

Par ailleurs, comme z; est minimal, on a x; < x9, d’ou
2:1}1 — X9 S 2:171 — X1 = X1. (40)
En combinant (40)-(38)-(39), il vient

(40) : (39)
r1 > 2x1 — T2 ) Ry > 0,

ce qui conclut le cas k = 1.

e Pour k = N, la méthode est identique : on trouve

N > 2ry —xy_1 = h?yn > 0.
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e Enfin, si 1 < k < N, la k-iéme ligne de Apz = y nous donne

—Tpo1 + 22k — T = hPyy, > 0.

Par ailleurs, comme zj est minimal, on a xx < 2,1 et zp < T4, donc

—Tp—1 + 22, — g1 < —xf + 22 — 2 = 0.
En combinant (41) et (42), il vient

(42)
0 > —xp_1+ 2z, — 211 = h?y; > 0,

ce qui permet d’affirmer que

—Zp—1 + 22 — Tp+1 = 0,
ou, dit autrement,

T — Tk—1 = Th+1 — Tk-
Maintenant, puisque zp < zp_1 et xx < 211, ce qui implique que

0>xp — k1 =xp11 — 2, =0

et force a avoir

Tp — Tp—1 = Tpy1 — T = 0,

si bien que si x est minimal a I'indice k, alors x est également minimal aux indices k£ — 1 et

kE+1:
T = Tp_1 = Tpy1

En répétant ce raisonnement de proche en proche, on se raméne au cas k =1 ou k = N, pour

lesquels on a déja montré que x; > 0.

En conclusion, x est systématiquement minimal et positif ou nul sur I'un de ses deux indices de

bord. On a donc bien x = 0.

O]

On passe maintenant a la seconde partie de la preuve de la Proposition 2.12 sur la stabilité du

schéma.

Preuve de (35) dans la Proposition 2.12. On commence par montrer que les coefficients de

la matrice inverse A,:l sont tous positifs ou nuls :

i = (A1) >0, Y(i,7) € [1, N]2

Pour cela, on note, pour j € [1, N], ¢; les vecteurs colonnes de Agl :

(44)

Sommaire
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oll e; est le j-idme vecteur de la base canonique de RY. La lecture de (44) colonne par colonne
nous donne alors

Ath =ej > 0, V] c [[I,N]], (45)
ce qui permet d’appliquer N fois le principe du maximum discret (Lemme 2.14) sur (45) :
Vje[[l,N]], cth,

et donc tous les coefficients de A,;l sont positifs ou nuls.

On passe maintenant a la majoration (35) de la norme de A,:l. On utilise la formule explicite
dont on dispose pour la norme subordonnée £~ :

N

max > |(A; )]

1<i<N 4
Jj=1

N

= max A7) uisque tous les coefficients de A7 ' sont positifs ou nuls
1SN Z( h )Z] puisq h p )

47 oo

, avec 1, =(1,..., )T e RV,

—1
= max ‘A 1
1<ien |h TP

= (147" 1aloo-

On va alors interpréter A;llh comme la solution u; du schéma numérique (22) Apuy, = by, pour
bp, = 1. En effet, on a bien
Ap(A11) = 15,

Maintenant, by, = 1, se traduit coordonnée par coordonnée par
flx) + 38 =1,
f ($2) =1,

f(mN—l) = 1>
flan)+ 74 =1.

Une condition suffisante pour vérifier (46) pour tout h est de prendre ug =uqg =0et f = 1.

On est ainsi confrontés a la solution numérique A,:llh correspondant au probléme

—u”" =1 sur (0,1),
u(0) =0, (47)
u(1l) = 0.
Dans ce cas précis, on notamment u® = 0, ce qui rend le schéma numérique exactement
consistant :
A;llh = ThU, pour tout h > 0,

ou u est la solution du probleme (47).

Par ailleurs, on sait que cette solution u est réguliére (cf. Proposition 2.2) sur le compact [0, 1].
La solution u est donc bornée, et majore a plus forte raison A;Lllh puisque ses coordonnées sont
des échantillons de u sur le maillage. On trouve ainsi

145 oo = 1145 Lalloo < [full o< o,1)-

Sommaire Page 25 /40



Analyse numérique des EDP Master 1 MACS

Il ne reste plus qu'a rendre explicite la borne supérieure ||ul| o (o,1) pour obtenir (35). Pour cela,
remarquons qu’on a une solution explicite du probléme (47) :

u(z) = %x(l —x), z € [0,1],

et qu’elle est maximale en x = %, avec (%) = é. Ce dernier point est laissé en exercice aux

lecteurs/lectrices.
On en déduit finalement que
1
u oo = -,
o = 5

ce qui recouvre la borne supérieure (35) attendue et conclut la démonstration. O

2.5 Convergence du schéma aux différences finies (21)

Comme annoncé précédemment, la stabilité et la consistance du schéma aux différences finies
(21) permettent d’assurer sa convergence. Plus précisément, en s’appuyant sur (34), a savoir

déf -1
len(w)| = [lmn(u) — unl < A, 7] - [len(w)]] (48)
—— —_——
erreur de erreur de
convergence consistance

on trouve, en utilisant les résultats de stabilité (cf. (35)) et de consistance du schéma (cf. (30)),

h2
llen(u)lloe < g sup ™ (). (49)
xz€(0,1]

Ce résultat motive le résultat suivant, qui finalise ce chapitre :

Proposition 2.15 (Convergence du schéma aux différences finies (21)). S la solution u du
probléme de Poisson (11) est de classe C* sur [0, 1], alors le schéma auz différences finies (21)
est convergent d’ordre 2 pour la norme || - ||co-

Remarque de fin de chapitre :

En TD et TP on s’intéressera au probleme de Poisson avec conditions mixtes :

—u’" =f  sur(0,1),
u(0) = ug,
u'(1) = 0.

Pour une analyse du probleme elliptique plus général

—div(AVu) +b-Vu+c=0,

on pourra consulter le livre de Grégoire Allaire, Analyse et optimisation.
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3 Equation de la chaleur

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’équation de la chaleur en dimension d = 1. Plus précisément,
on va travailler sur le probléme de Cauchy (i.e. probléeme avec condition initiale) avec conditions
de Dirichlet suivant :

Opu(t, z) — Oggu(t,x) = f(t,z) te€(0,T), x€(0,1), (équation intérieure),

u(t,0) = uy(t), te(0,T), ==0, (condition de bord a gauche), (50)
u(t, 1) = ug(t), te(0,7), z=1, (condition de bord & droite),

u(0,z) = up(x) x € (0,1), (condition initiale).

La donnée initiale ug ne vérifie pas forcément les conditions de bord imposées par u, et uq si ces
derniéres sont définies a ¢t = 0. Dans le cas ou

{uO(O) = Ug(0)>
up(l) =u

on dit que la donnée initiale est compatible avec les conditions de bord. A noter que cette
compatibilité n’est pas nécessaire pour le caractere bien posé de ’équation ; cependant, elle confere
a la solution de la régularité a 'instant initial. Dans la suite, on supposera que cette compatibilité
est vérifiée.

3.1 Remarques sur les solutions de (50)

Supposons que

ug,uqg € C1([0,T]), (i.e. contintiment dérivables sur [0, 77), (51)
ug € L?(0,1), (i.e. de carré intégrable sur (0,1)), (52)

et
f € L*0,T;L*(0,1)) (53)

:={f:(0,T) — L?(0,1) mesurable et /T | f(t, ')||%z(0 pydt < oo}
t=0 ’
~ L?((0,T) x (0,1)).

Definition 3.1 (Notion de solution pour (50)). On appelle solution de (50) toute fonction

we C(0,T);L*(0,1)) n  L*0,T;H'(0,1))

condition initiale existence de Ozu dans L2
et des valeurs de u aux bords

vérifiant les trois conditions suivantes :
1. Uéquation intérieure au sens variationnel : pour toute fonction test
p e Cr(0,1),

Uapplication

1
tr—>/0 u(t,x)p(x) dr
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est absolument continue® sur [0,T] et, pour presque tout t € (0,T),

jt/ol u(t, x)o(z) do + /01 Opu(t, )Opp(x) do = /01 Ft,2)p(z) da; (54)

2. les conditions de Dirichlet :
u(t,0) = ugy(t), u(t, 1) = uq(t), pour presque tout t € (0,7),

ot les valeurs au bord sont comprises au sens des traces ;

3. la condition initiale :

u(0,+) = uo, dans L*(0,1).

a. Une fonction absolument contilnue est, en particulier, dérivable presque partout. Cela permet de donner
un sens & la dérivée temporelle & fo u(t, z)p(x) dz pour presque tout t € (0,7).

Remarque 3.2 (Sur 'espace H'(0,1)). L’espace H*(0,1) est un espace de Sobolev, sous-espace
de L?(0,1), dans lequel la dérivée spatiale Oyu peut étre définie au sens faible et appartient elle
aussi @ L*(0,1). Les fonctions de H'(0,1) possédent également des valeurs bien définies aux
extrémités x = 0 et x = 1, appelées traces. Ces deux propriétés ne sont pas disponibles pour une
fonction générale de L*(0,1), irréguliére a priori et définie seulement presque partout.

Remarque 3.3 (Sur la formulation faible (54)). La formulation faible (54) est obtenue en
multipliant la premiére ligne de (50) par une fonction test ¢ € C2°(0,1) et en intégrant sur (0,1),
puis en utilisant lintégration par parties pour le terme en 02u.

On obtient ainsi une formulation qui ne nécessite pas que u soit deuz fois dérivable par rapport
x, mais seulement qu’il existe une dérivée spatiale faible Oyu appartenant a L*(0,1). On parle de
formulation faible car on rend plus gros 'ensemble des solutions admissibles—ce qui est parfois
nécessaire pour attraper une solution lorsque les données sont irrégulieres, quitte a montrer que la
solution trouvée est en fait réguliere a posteriori.

Proposition 3.4 (Stabilité, décroissance de 1’énergie et unicité pour (50)). Sous les hypothéses
(51)-(52)-(53) sur les données, toute solution de (50) vérifie les propriétés suivantes :

1. (Stabilité) on a l'estimation de stabilité

sup ||u(t, )|l p20,1) < € (||f||L2((o,T)x(0,1)) + [JugllLoo 0,7y + uall oo 0,1y + ||U0||L2(0,1)> ;

te(0,T)
(55)
ot ¢ > 0 est une constante indépendante des données® ;

2. (Décroissance de l’énergie) si f =0 et ug = uqg =0, alors l'énergie

1
E(t) = /0 fu(t, )| da = [Ju(t, )220

est décroissante sur (0,T) ;

3. (Unicité) le probléme (50) admet au plus une solution.

a. Cette constante peut dépendre de T', mais pas des données f, ug, uq et uo.

Preuve de la Proposition 3.4, (1) stabilité. Le résultat de stabilité (55) est admis—voir le
livre de Brigitte Lucquin, Fquations aux dérivées partielles et leurs approximations, pour des
éléments de la preuve, dont on donne ici une esquisse.
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Par linéarité, I'idée consiste a décomposer la solution sous la forme
u=uV+ u(z),

de facon que u(!) porte la source et la donnée initiale avec des conditions de Dirichlet homogenes,
tandis que u? porte la contribution des données de bord.

Une estimation d’énergie appliquée & u(!) permet alors de controler

sup Hu(l)(t")HLz’(O,l)
t€(0,7)

par les normes de f et de ug. D’autre part, le principe du maximum permet de controler la
contribution u® a l’aide des normes des données de bord ug et uqg.

Enfin, 'inégalité triangulaire
Jw(t, ) 20,1y < Hu(1)<t7')HL2(O,1) + [u® ¢t 20,1y

conduit a l'estimation (55). O

Preuve de la Proposition 3.4, (2-3) décroissance de ’énergie et unicité. Supposons tout
d’abord que

On introduit I’énergie
1
B(t) = [u(t.) ey = [ Iutt. o) do.

En dérivant formellement par rapport au temps, on obtient
1
E(t) =2 / u(t,z) dyult, ) dz.
0
Dans le cas considéré, I’équation de la chaleur s’écrit

atu = amu,

d’out .

E(t) =2 /0 u(t, z) Duwult, z) da.
Une intégration par parties donne

E'(t) = 2 [ult, 2)0pu(t, 2)]2=) — 2 /O N \uult, 2 dr.
Les conditions de Dirichlet homogenes
u(t,0) =u(t,1) =0

annulent le terme de bord. Ainsi,

E/(t) = =200t )220, < 0.

L’énergie E est donc décroissante sur (0,7).

Cette propriété permet également d’obtenir 'unicité. Soient u et v deux solutions de (50) associées
aux mémes données. Par linéarité, leur différence

w::i=Uu—v
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est solution du probléeme homogene, avec conditions de Dirichlet homogenes et donnée initiale
nulle :

f=0, w0 =wt1) =0 w(0,)=0 dans L*0,1).
L’énergie associée & w,
est donc décroissante. Or

et, par définition,

Par conséquent,

et donc
Eu(t)=0, Vte[0,T].
Ainsi,
w =0,
c’est-a-dire
u=v.
Le probleme (50) admet donc au plus une solution. O

Proposition 3.5. Dans le cas ot f =0, ug = uqg =0, la solution u de (50) s’écrit
sl 2.2
u(t,x) = Z bre * ™ sin(knx), dans L*(0,1),
k=1

ol

1
by, = 2/ uo(z) sin(krz) dz.
0

Preuve. On décompose la solution en série de Fourier adaptée aux conditions de Dirichlet
homogenes (Fourier sinus) : puisque pour tout ¢ € [0,77], u(t,-) est un élément de L?(0,1), il
existe une suite (B(t))r>1 telle que

u(t,z) = i Bi(t) sin(kmz), dans L%(0,1) pour tout ¢ € [0,T]. (56)
k=1

En injectant formellement (56) dans 1’équation
Ot — Opzu = 0,

et en dérivant formellement terme a terme, on obtient

o0

Z (ﬂ,’g(t) + /<:27T25k(t)) sin(kmx) = 0, dans L?(0,1).
k=1

Par unicité du développement en série de Fourier sinus, on en déduit que, pour tout k > 1, 3,
satisfait 'EDO linéaire
ﬁllc(t) + k27r2/8k(t) =0, te (07 T)7 (57)
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munie de la condition initiale
Br(0) =2 /01 ug(z) sin(krz) de =: by. (58)
La résolution de cette EDO est immédiate et donne
Br(t) = Bi(0)e™F ™ = be T

Ainsi, on trouve bien que
> 2.2
u(t,x) = Z bre M ™ sin(knz), dans L*(0, 1),
k=1
ce qui conclut la preuve. O

3.2 Construction de schémas aux différences finies pour ’équation de chaleur

On se propose ici de construire des schémas numériques aux différences finies pour résoudre le
probleme de Cauchy (50).

Discrétisation. On commence par construire un maillage espace-temps uniforme de [0, 1] x
[0,T7] : pour deux entiers N (espace) et M (temps) de N*, on définit les pas de discrétisation

1 T
et T=At:=

= Ar = —— .
h=Ar:=5—7 M+1

On note z; et t; les points et instants discrets, respectivement,
x; = 1Az, i€ [0,N +1],
ti=jAt,  §e[0,M+1].

L’objectif est d’approcher la solution u du probleme continu aux points de discrétisation intérieurs
(tj,x;), pour i € [1, N] et j € [1, M] par 'intermédiaire de I'inconnue w;

i

Pour les bords, on pose
. u)= u(0,t;) = ugy(t;), car u(t,0) = uy(t), sur le bord {z = 0} (O),
Va1 = u(Ltj) = uq(ty), car u(t,1) = ug(t), sur le bord {z = 1} (O),
= u(0, ;) = ug(w;), car u(0,z) = up(z), au temps initial {t = 0} (@).
Pour j € [1,M + 1]

! = e RY,

i
Uy
v . i s 1 ) v . <1 :
le vecteur des inconnues uz a l'instant ¢;. Le vecteur initial u? est quant & lui connu

ut

uf
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Approximation des dérivées partielles. On utilise des différences finies centrées pour approcher
les dérivées spatiales et des différences finies avant pour les dérivées temporelles :

5%u w, =2l
@(t]’, z;) ~ — h; =1 (comme dans le chapitre précédent)
ou Wt — ol w — ! Y
—(tj, z;) ~ —*%, oubien ——>*+— oubien —*——t—. 59
ot (85, 2:) T T 27 (59)

On peut choisir différents taux d’accroissement pour approcher la dérivée temporelle : avant,
arriere ou centrée. Cela meéne a différents schémas aux différences finies, chacun ayant ses propres
avantages et inconvénients.

Point de vigilance. Sur la notion de schéma EXPLICITE/IMPLICITE.

Un schéma est dit explicite si les valeurs au nouvel instant t; 11 se calculent directement a
partir de valeurs déja connues.

Il est dit implicite si les inconnues au temps tj1 apparaissent elles-mémes dans le schéma,
de sorte qu’il faut résoudre un systéme® pour les déterminer.

En pratique : si W' est obtenu directement, le schéma est explicite ; s’il faut résoudre un
systéme en u/*1, il est implicite.

On peut donner un exemple simple, méme dans le cadre des EDO : pour 'EDO X' = X? :

le schéma X7 = X7 4+ 7(X7)? est explicite ; (60)
le schéma X7t = X7 + 7(X7t1)? est implicite ; (61)
le schéma X7 = X7 4 % ((Xj)2 + (Xj+1)2) est implicite. (62)
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On woit bien que dans le premier cas (60), calculer X714 partir de X7 ne pose pas de
probléme (il suffit d’appliquer la formule) ; tandis que dans les deuz derniers cas (61) et (62),
isoler X7+ nécessite de résoudre une équation non linéaire (ce qui est déja moins trivial).

. . , . 21 . it1 . N e . . 4
a. i.e. faire des opérations algébriques pour trouver u’ ™! si le systéme est linéaire, ou faire une méthode de
Newton si le systeme est non-linéaire.

3.3 Un premier schéma : Euler explicite

3.3.1 Le schéma

On choisit "approximation avant pour la dérivée temporelle dans (59) :

- ,
@(t- m)ziug —
ot T

et la différence finie centrée pour le laplacien en espace (comme dans le chapitre précédent) :

2 J 9.7 J
9 U(t. ) ~ Uip1 — 2U; + U4
dx2 T h? '
On obtient ainsi le schéma aux différences finies explicite suivant :
Jj+1 J J 9. J
wp -y Uiy — 205 Uy

= L= fij7 pour tout i € [1, N] et j € [0, M], (63)
-

ot f{ = f(t;,x;) est la source discrétisée. On peut réécrire (63) sous la forme du schéma itératif
suivant :

uz-ﬁ-l — ug + % (uz_H — 2ug + u{_l) + Tfij, pour tout i € [1,N] et j € [0, M]. (64)

Jj+1

A noter que ce schéma est bien explicite : les inconnues u; "~ sont directement calculables a

partir des valeurs connues u;.

A nouveau, comme dans le chapitre précédent, on peut réécrire le schéma (63) sous forme
matricielle. Le schéma (63) s’écrit ainsi :

Wt = — A7 + Tb{l, pour tout j € [0, M], (65)

ol Ap, est la matrice de discrétisation spatiale du (moins) Laplacien et bj est analogue (temporel)
du second membre by, définis dans le chapitre précédent—cf. (23) :

2 -1 00 0 Fltgn) + 2422
-1 2 -1 0 -0 f(tj,z2)
o -1 2 -1 --- 0 .
1 j f(tjwr?))
A=wlo 0 1 o2 et = : (66)
: : : . =1 f(tijUNfl)
0 0 0 - -1 2 Ftj, o) + “aG)

Point de vigilance. Noter que A, contient déja la multiplication par 1/h?, d’ow son nom :
Ap.
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3.3.2 Consistance du schéma explicite (64)

Comme dans le chapitre précédent (cf. (26)), on définit la projection 7y, agissant sur une fonction
u(t,+) (qu'on va simplement noter u(t) pour faire court), définie sur [0, 1] par

u(t, 1)

mpu(t,+) = mpult) = u(t’:m eRY. (67)

u(t, zn)

Definition 3.6. On définit 'erreur de consistance 5{17 du schéma (63) par

i mpultivr) — maulty)
Eh,T - .

+ Apmpu(ty) — mh f(t5), pour tout j € [0, M].  (68)

(On met la solution exacte u dans le schéma numérique et on regarde ce qui reste...)

On dit que le schéma est consistant si

lim ma Ej =0
(hr)=+(0,0) jET0.M] Ienzlloe =0

c’est-a-dire si I’élément mazimal de ((5?1 2)i) ) e, N]x[o,m] tend vers O lorsque les pas h et T
tendent vers 0.

Proposition 3.7. Siu € C%([0,T]; C*([0,1])) est une solution de (50), alors le schéma (63)
est consistant, d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace pour la norme ||-|| -

Plus précisément, on a l’estimation

. 2
max ||e! |loo < — sup
) R PO

Pu
ot?

o
ozt

-
+ - sup

> . (69)
[0,T]x[0,1]

La preuve de cette proposition sera faite lors du TD 2. Dans 'exercice en question, on montre
ensuite directement la convergence du schéma a partir de la consistance, sans passer par la
stabilité.

On peut également montrer la stabilité du schéma puis en déduire la convergence en utilisant a la
fois la consistance et la stabilité. C’est ce qu’on va faire maintenant.

3.3.3 Stabilité du schéma explicite (64)

Proposition 3.8. Sous la condition de CFL*“

T

h2

1
< =
<3 (70)

le schéma (64) est stable pour la norme ||| . Plus précisément,

i < 0 t: ts T M| oo 71
jéﬁl%ﬂ\lu Hoo_maX{Hu Hoo,jgﬁl%ﬂlug(J)I,jgﬁ%ﬂlw(g)l}ﬂL jéﬁl%ﬂ\lf floo-  (71)

Ainsi, la solution discréte reste uniformément controlée par les données initiales, les conditions
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aux limites et le terme source, indépendamment des pas de discrétisation h et T.

a. CFL pour Courant-Friedrichs-Lewy, du nom des trois mathématiciens qui ont introduit cette condition
dans les années 1920.

Remarque 3.9. Le contréle (71) est un analogue discret de 'estimation de stabilité (55) pour le
probléme continu. On retrouve la méme structure : la norme de la solution est controlée par les
normes des données.

A noter que lorsque f =0, Uestimation (71) donne directement le principe du maximum discret

e ]| < e g o] max g 1) max 1)}

)

Preuve de la Proposition 3.8. Posons

1
roi= % (< 5 par hypothese CFL (70)).
Le schéma (64) s’écrit sous la forme
W™ =l (1 - 2r)ul + rugﬂ +7f7, pour tout i € [1, NJ, (72)

ot 'on note, pour une consistance de (72) jusqu’aux bords i = 1 et i = N, les conditions de
Dirichlet

ug = ug(t;) et wyyy = uq(t).

Sous la condition CFL r < 1/2, les coefficients
T, 1—2r, r
sont positifs et leur somme vaut 1. Par conséquent, la combinaison dans (72),
7'ug_1 +(1- 27‘)ug + 'r’uz_H
est convexe, et donc bornée par le maximum des trois termes :
fud 7| < mac {Jul_y |, [ud], Judy |} + I (73)

En posant

B = ma { e (8 max wa(t)] | F o= max ],
on obtient donc, en passant au maximum sur ¢ € [1, N] dans (73) :

[0/ oo < max { /oo, B} + 7F. (74)

Posons maintenant
K := max {||u0|]00, B} .

En utilisant (74) pour j = 0, il vient
Ju'lloo < max {J|u°]loc, B} +7F
=K+ 1F.
En utilisant (74) pour j = 1, il vient

l?lloo < max {|Ju'|osc, B} +7F
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<max{K +7F,B}+1F
=K+7tF+71F
=K + 27F.

Une récurrence sur j donne ainsi

e |0 < K + jrF
— K +t;F
<K+TF (indépendant de j).

On trouve ainsi en passant au maximum sur j € [0, M] :

e o, < e { 1o, ma g 6 e ()] -+ T e

=B =TF

=K

ce qui redonne bien estimation (71) annoncée. O

3.3.4 Convergence du schéma explicite (64)

Comme annoncé plus haut, on peut montrer la convergence du schéma a partir de la stabilité
uniquement.

Proposition 3.10. Si la solution u du probléme continu (50) est C* en espace et C? en
temps, et si la condition de CFL (70) 7z < 3 est satisfaite, alors le schéma explicite (64) est
convergent pour la norme |||, d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace. Plus précisément,
on a l’estimation

5 ) . (75)

Preuve de la Proposition 3.10. On peut faire la preuve en utilisant uniquement la consistance
(cf. le TD 2).

Ici, on va utiliser la consistance (Proposition 3.7) et la stabilité (Proposition 3.8) pour montrer la
convergence.

7
ozt

max || — mpu(ti)]jo < T h—z sup u
jelo,Mm] 12 p7xo)

On a notre schéma explicite (63) :
W = — A + Tbi, pour tout j € [0, M],

et la solution exacte u du probléme continu (50) satisfait, par définition de l'erreur de consistance
(68), S
Thu(tj+1) = mpulty) — TApmpulty) + 7y + T, pour tout j € [0, M]. (76)

Maintenant en notant I’erreur de convergence
el = — mpulty), pour tout j € [0, M],
on trouve que

€j+1 = uj+1 - whu(tj+1)
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65)(76 - - , ) .
( l ) (uj — 1A + Tbgl) — (mm(tj) — TApmu(t;) + 7‘17?Z + TE%]I./T)

= (u-j — 7Thu(tj)> —TA (’Uf'j - mb’“(tj)) - TE%J

=) —TApe — Tsfm.

Ainsi, I'erreur de convergence e’ satisfait la relation de récurrence suivante :

T =l —7Apel — TE%J_, pour tout j € [0, M]. (77)

On reconnait alors dans (77) le schéma explicite (65) appliqué a I'erreur ¢/ avec

)
)

«pd _ I o
 pour second membre “b; = Ehor
e pour condition initiale

¥ = u® — mu(0) =0,
car on initialise notre schéma exactement sur la condition initiale : u® = 7,u(0),

e pour condition de bord a gauche

car u, est imposée exactement sur le bord gauche.

e idem pour le bord a droite : e§§z+1 = 0.

On peut par conséquent appliquer au schéma (77) le résultat de stabilité de la Proposition 3.8
pour obtenir, sous la condition CFL. Plus précisément, (71) donne

max ej < max 60 max ej max ej + T max Ej
jelo,M] le?lloo < L,H_Oi’je[[o,M]] L?l’je[[o,M]] [Nl jefo.M €57 lloo
=0 -

)

=0
=T max |é 00
je[[oa,LM]} HE’”H

Ainsi, en utilisant l'estimation de consistance (69) de la Proposition 3.7, on obtient bien le résultat
de convergence (75) annoncé :

, h? T
jél[[l(%f/l]] e/ |oo <T (m”umm”Lf‘; =+ 2||UttHLt°f’z> .

Remarque 3.11 (Sur la condition CFL). La condition CFL (70) impose en particulier que

h2
T< —.
2
Donc si on souhaite augmenter la précision du schéma numérique en espace (i.e. en diminuant

h), il faudra diminuer T de maniére significativement plus forte (comme le carré de h).
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Ainsi, si on veut diviser par 10 le pas d’espace h, il faudra diviser par 100 le pas de temps 7. C’est
un inconvénient majeur des schémas explicites pour ’équation de la chaleur : raffiner le maillage
en espace entraine une diminution drastique du pas de temps et donc beaucoup plus d’itérations
pour atteindre [’horizon temporel T

L’utilité du schéma implicite est justement de ne pas avoir cette contrainte CFL sur le pas de
temps T et de pouvoir choisir T indépendamment de h tout en conservant la stabilité du schéma.

3.4 Un deuxieme schéma : Euler implicite
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4 Equation de transport
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5 Equation des ondes
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