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Exercice 2 (Solutions exactes et différences finies pour ’équation de Laplace 2D)
On considere une plaque carrée dont les cotés sont maintenus a des températures don-
nées : uq(x) sur le coté supérieur et 0 sur les trois autres cotés. La température u(z,y)
dans U'intérieur de la plaque (température d’état stationnaire) est solution du probléeme

suivant :

Au(z,y) =0, V(z,y) € Q=|0,1[%
u(0,y) = u(l,y) = u(x,0) =0, Vo € [0,1], Vy €]0,1],

u(z, 1) = ug(z), Yz €[0,1].
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1. Recherche de solutions exactes. On souhaite déterminer des solutions, a variables
séparées, de la forme u(z,y) = v(z)w(y).

(a) On suppose qu'une telle fonction vérifie Au(x,y) = 0. Montrer qu’il existe
une constante réelle K telle qu'en tout (z,y) tel que v(x) # 0 et w(y) # 0,

on ait v"(x) = —Kv(z) et w”"(y) = Kw(y). Réciproquement, vérifier que
si u(z,y) = v(r)w(y) avec v(z) et w(y) telles que v’(x) = —Kwv(x) pour
tout x, et w”(y) = Kw(y) pour tout y, ou K est une constante réelle, alors
Au(z,y) = 0.
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(b) Déterminer les fonctions v(x) solutions de v"(x) = —Kwv(z) et les fonctions
w(y) solutions de w”(y) = Kw(y), suivant que K = 0, K = —c¢* < 0 ou
K = ¢ > 0. On considére maintenant des fonctions u(x,y) = v(z)w(y)

obtenues avec de telles solutions.
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(c) Supposons K < 0. Vérifier que si u(x,y) vérifie les conditions aux limites du
probléme, alors u est nécessairement nulle, et solution du probleme seulement
si uy est nulle.
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(d) Supposons K > 0 et K = ¢ Montrer que si ¢ = km, k € N*, on ob-

tient des solutions non nulles qu’on déterminera, dans le cas ou uy(xr) =
sin(kmrz) sinh (k7).
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2. Approximation par différences finies. Le carré 2 est maillé avec un pas uniforme

h =1/(N 4+ 1) dans les deux directions :

{Iz =1th, 1 =0,..., N + 1 dans la direction z,

y; =7jh, 7=0,...,N +1 dans la direction y.

On cherche les valeurs uy = u, (M) >~ u(My) aux points M du maillage, situés
a lintérieur de Q, numérotés de 1 & N2, comme dans la figure suivante (exemple
avec N = 3) :

7| 8 9
1 5 6
1 2 3

En suivant la méthode des différences finies, on approche Au en un point M :

Au(M) = ZTZ(A/[) + (())T/Z(M)
~ h%(u(E) —2u(M) +u(0)) + hlz(u(N) —2u(M) + u(S))
1

~J

(u(E) +u(O) + u(N) +u(S) —4u(M))

h?

ou M point intérieur du maillage et £,O,N,S points voisins :

N
O| M| FE
S
En écrivant que Au(M;) = 0 aux points intérieurs a Q, k = 1,..., N?, avec

I'approximation proposée ci-dessus de Awu, on obtient un systeme linéaire Au = b,
de dimension N2, d’inconnue u = (uy, ..., uy2)?, dont la matrice est symétrique et

constituée de blocs carrés de dimension N. Déterminer ce systeme linéaire pour
N =3.
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