Analyse numérique — 2026-2027 — TD Liste 2
Equation parabolique de la chaleur
(énoncés et indications)

Dans tous les exercices de la liste, on considere 1’équation parabolique de la chaleur :
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a(m,t) - @(a:,t) =0, Vx €]0,1[, Vt €]0, T (1)
u(0,t) = u,, YVt €[0,T)] (2)
u(l,t) = ug, Vt € [0, 7] (3)
u(z,0) = up(x), Vo € [0, 1] (4)

Exercice 1 (Recherche de solutions exactes)

On suppose u, = ug = 0. On souhaite déterminer des solutions, a variables séparées, de

la forme u(z,t) = v(x)w(t).

1. On suppose qu'une telle fonction vérifie I’équation (1). Montrer qu’il existe une

constante réelle K telle qu'en tout (x,t) tel que v(z) # 0 et w(t) # 0, on ait
V'(x) = Kv(z) et w'(t) = Kw(t). Réciproquement, vérifier que si u(z,t) =
v(x)w(t) avec v(z) et w(t) telles que v”(z) = Kv(x) pour tout x, et w'(t) = Kw(t)
pour tout ¢, ou K est une constante réelle, alors u(z,t) vérifie (1).
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2. Déterminer les fonctions v(x) solutions de v”(x) = Kuv(z) et les fonctions w(t)
solutions de w'(t) = Kw(t), suivant que K = 0, K = —c¢* < 0 ou K = ¢* > 0.
On considére maintenant des fonctions u(z,t) = v(z)w(t) obtenues avec de telles
solutions.
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3. Supposons K > 0. Vérifier que si u(z,t) vérifie les conditions aux limites (2)
et (3), alors u est nécessairement nulle, et solution du probleme seulement si la
solution initiale uq est nulle.
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4. Supposons K < 0 et K = —c?. Montrer que si ¢ = k7, k € N*, on obtient une
solution non nulle de la forme u(z,t) = by sin(knz) exp(—k*m*t) pour la solution
initiale ug(x) = by sin(kmx), ou by, est une constante réelle. En déduire la solution
exacte pour la solution initiale ug(z) = sin(rz) + & sin(107z).
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