Exercice 2 (Consistance et convergence du schéma explicite)
On considere un maillage espace-temps de [0, 1] x [0,T], de pas h =
les points discrets z; = ih, 1 = 0,...,N + 1, et de pas At =
instants discrets t; = jAt, 7 =0,..., ]\J + 1.

N—+1 €1l espace avec

T+1 en temps avec les

Pour j = 0,...,M + 1, on note UY) le vecteur de RY des valeurs uf ), i1=1,...,N
qu’on souhaite déterminer, pour approcher les valeurs de la solution exacte u(x;,t;), par

le schéma explicite :
Ut =y — At A, UD + AtCY), j=0,....M (5)

ot Aj, et CU) désignent la matrice carrée de dimension N et le vecteur de longueur N
suivants :

2 -1
-1 92 1 0 f(z1,t5) + 33
] 1 92 1 f(xa,t5)
An = 2 et OV =
0 1 f TN-1 tj)
f(x]\/:t]) %

On note m,u(t) la projection de la solution exacte u a 'instant ¢ sur les points intérieurs
z; du maillage de [0,1] :

u(xy, t)
mhu(t) = :
u(zyn,t)

et 5 (u)Y) Terreur de consistance a l'itération j :

: Tru(t; — mpu(t;
Sh(’u)m == GE). L) + Apmpult;) — et
At
On suppose que les valeurs u, et uy sont compatibles avec la fonction uy(z), ¢’est-a-dire
que up(0) = u, et up(l) = ug, et que les données f(x,t) et ug(x) sont telles que le
probléme admette une et une seule solution exacte u(x,t) sur [0, 1] x [0, 7], et que cette
solution u(z,t) soit de classe C* relativement a x et de classe C? relativement a .

1. Montrer que le schéma est consistant en norme ||.||~, d’ordre 2 en espace et
d’ordre 1 en temps :

max ||en(u)?] h* sup |84u| + - su ‘82u|
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2. Pour étudier la convergence du schéma, on considere lerreur e¥) & I'instant e &

e = U _ mpu(t;)

(a) Montrer que pouri=1,..., N :

G’E‘H—l) =(1- 21')6’5'” + -re‘EJ;)l + I'é’gi)l — Af(s,,(u))fj)
At

O, e (e @) () —
avec r = 72 et en posant ej’ = ey, 4y = 0.
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(b) Montrer que sous la condition : (<FL)

le schéma est convergent en norme ||.||», d’ordre 2 en espace et 1 en temps,
c’est-a-dire qu’il existe une constante C'(u,T") qu’on précisera telle que :

max |[e"]|. < C(u,T) (h? + At)

0<j<M+1
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