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Principe et inconvénients des modèles antérieurs

Plusieurs modèles ont déjà été élaborés par le passé.

On se concentre ici sur le modèle des contours actifs basés sur
l’approche level-set.
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Principe et inconvénients des modèles antérieurs

On considère une courbe initiale C0 sur l’image.

On fait évoluer C0 dans le temps pour qu’elle vienne épouser le
contour des objets à détecter.
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Principe et inconvénients des modèles antérieurs

Pour t ≥ 0, on représente implicitement la courbe C (t) par la
ligne de niveau 0 d’une fonction

ut : [0;a]× [0;b]→ R.

On peut voir cette ligne de niveau comme l’intersection du graphe
3D de ut avec le plan d’équation z = 0.

À partir d’ici, on note u(x,y, t) à la place de ut (x,y).
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Principe et inconvénients des modèles antérieurs

On présente maintenant le modèle de Caselles et al. [3].

On donne l’EDP d’évolution pour la fonction level-set u : ∂u
∂t

= g(|∇I|)
(

div
(

∇u
|∇u|

)
|∇u|+ v |∇u|

)
u(x,y,0) = u0 (x,y) .
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Principe et inconvénients des modèles antérieurs

On a deux inconvénients pour ce modèle.

Inconvénients de ce modèle
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Présentation du nouveau modèle

Le nouveau modèle donné par Wang et He dans [2] est toujours
un modèle basé sur l’approche level-set mais qui abandonne le
cadre des courbes d’évolutions.
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Présentation du nouveau modèle

On considère toujours notre image

I : [0;a]× [0;b]→ [0;255]

Ainsi qu’une fonction lipschitzienne u : [0;a]× [0;b]→ R.
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Présentation du nouveau modèle

Posons quelques notations.

Étant donné un borélien
A⊂ [0;a]× [0;b], on note :

• Ω
déf
= [0;a]× [0;b].

• |A| la mesure de Lebesgue de l’ensemble A. (0≤ |A| ≤ ab)

• La valeur moyenne de la fonction u sur l’ensemble A
(si |A| 6= 0) : ∮

A
u déf
=

1
|A|

∫
A

u.
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Présentation du nouveau modèle

• La fonction signe : sign : R→{−1,0,1},

sign(x) =


+1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0.

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

On pose à présent les deux ensembles

A+
déf
= {(x,y) ∈ [0;a]× [0;b] / u(x,y)≥ 0}

A−
déf
= {(x,y) ∈ [0;a]× [0;b] / u(x,y)≤ 0} .

Par exemple, si u est la fonction de distance signée d’un cercle,

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

On pose à présent les deux ensembles

A+
déf
= {(x,y) ∈ [0;a]× [0;b] / u(x,y)≥ 0}

A−
déf
= {(x,y) ∈ [0;a]× [0;b] / u(x,y)≤ 0} .

Par exemple, si u est la fonction de distance signée d’un cercle,

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

On pose à présent les deux ensembles

A+
déf
= {(x,y) ∈ [0;a]× [0;b] / u(x,y)≥ 0}

A−
déf
= {(x,y) ∈ [0;a]× [0;b] / u(x,y)≤ 0} .

Par exemple, si u est la fonction de distance signée d’un cercle,

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

On peut maintenant commencer à définir les éléments de la force
de guidage Fadapt.

Posons les deux fonctionnelles suivantes :

c+ (u) déf
=


∮

A+

I si |A+|> 0,∮
Ω

I si |A+|= 0.

c− (u)
déf
=


∮

A−
I si |A−|> 0,∮

Ω

I si |A−|= 0.
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Présentation du nouveau modèle

Soit (x,y) ∈Ω, on a

100≤ I (x,y)≤ 200

100 |A+| ≤
∫

A+

I (x,y)dxdy≤ 200 |A+|

100≤
∮

A+

I (x,y)dxdy≤ 200

100≤ c+ ≤ 200.
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Présentation du nouveau modèle

De même,
100≤ c− ≤ 200.

Donc

100≤ c++ c−
2

≤ 200.
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Présentation du nouveau modèle

En fait, on ne peut pas avoir

c+ = c− = 100

ni
c+ = c− = 200

et donc

100�
c++ c−

2
�200.
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Présentation du nouveau modèle

On peut à présent considérer l’EDP d’évolution

∂u
∂t

= Fadapt
déf
= g(|∇I|) f (I,u)

où g est une fonction de stoppage comme on en a rencontré
dans la première partie.

On munit cette EDP d’une condition au bords de type Neumann
homogène,

et d’une condition initiale u(x,y,0)≡ ρ > 0.
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et d’une condition initiale u(x,y,0)≡ ρ > 0.

La force de guidage Fadapt



Présentation du nouveau modèle

Regardons l’évolution de la fonction u lors de ces premiers
instants.
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On voit alors que la séparation entre l’intérieur et l’extérieur de
l’objet se fait très rapidement ; au bout d’une seule itération on
peut déjà identifier le contour recherché par la ligne de niveau 0
de la fonction u.
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On peut montrer (a) que les deux fonctions uobservé et uidéal sont
à une distance L2 de σ l’une de l’autre, ie.

∫
Ω

(uobservé−uidéal)
2 dx = σ

2.

Ainsi, uidéal ∈ SL2 (uobservé,σ).

a. Voir l’article de Rudin et al. (1992) [1].
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On souhaite que uidéal soit le plus lisse et le moins oscillant
possible.

Pour cela on va chercher à pénaliser sa variation totale
donnée par

E : u 7→
∫

Ω

|∇u|dx.

On a donc

uidéal = min
u∈SL2(uobs,σ)

{∫
Ω

|∇u|dx
}
.
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Cherchons une équation d’évolution d’Euler-Lagrange pour la
fonction level-set u dans l’optique de minimiser

E : u 7→
∫

Ω

|∇u|dx.
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Pour deux fonction lipschitziennes u et v et un réel λ, on pose

E (λ) déf
= E (u+λv) =

∫
Ω

|∇u+λ∇v|dx.
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On obtient, en dérivant,

E ′ (λ) =
∫

Ω

〈
∇u+λ∇v
|∇u+λ∇v|

∣∣∣∣∇v
〉

dx.
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Comme l’inégalité précédente est valable pour tout v
suffisamment régulière, on a div

(
∇u
|∇u|

)
= 0 sur Ω,

∂u
∂n

= 0 sur ∂Ω.
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Et donc 
∂u
∂t = div

(
∇u
|∇u|

)
sur Ω,

∂u
∂n = 0 sur ∂Ω,
u|t=0 = u0.
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Cette EDP de régularisation

∂u
∂t

= div

(
∇u
|∇u|

)
semble ainsi bien adaptée pour palier les problème des images
bruitées.

On pose en fin de compte

Freg
déf
= g(|∇I|)div

(
∇u
|∇u|

)
.
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Enfin, on combine les deux forces Fadapt et Freg pour obtenir le
modèle final proposé par les auteurs :

∂u
∂t

= g(|∇I|)
(

α f (I,u)+βdiv

(
∇u
|∇u|

))
,

où α et β sont des constantes de pondération respectives à
chacune des deux forces.
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